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Abstract

可積分系の手法は格子模型や 2次元の場の理論といった多くの系の厳密な解析に洞察を与えてきた。
これらの模型を統一的に取り扱う枠組みとして注目されているのが 4次元Chern-Simons(CS)理論で
ある。4次元CS理論は 4次元空間C ×M上で定義されたある種のゲージ理論である。この立場では
Riemann面Cのトポロジーとツイスト関数、表面欠陥上での境界条件を指定することにより様々な可
積分模型が導出される。このようにして導出される模型にはAdS/CFT対応の文脈でも重要な役割を果
たす系が含まれている。また、可積分な背景時空上での非線形シグマ模型を導く手法として可積分変形
が知られており、その代表例がYang-Baxter変形である。多くの可積分変形が 4次元CS理論から再導
出されることが知られている。本論文では場の理論に対する可積分系のアプローチをレビューした後、
主カイラル模型や対称コセットシグマ模型、AdS5×S5超弦理論に対する Yang-Baxter変形を導出す
る。また、主カイラル模型のPoisson構造を修正した ultralocalな系であるFaddeev-Reshetikhin(FR)

模型もこの枠組みから導く。これらの導出法を応用することにより、4次元 CS理論の立場から主カ
イラル模型に対する新しいタイプの Yang-Baxter変形や FR模型の trigonometric変形を新たに構成
できることを示す。
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Chapter 1

Introduction

1.1 可積分系と場の理論

可積分模型は理論物理のいたるところに現れ、それらを系統的に扱うことは重要な課題である。一
般に可積分模型は多数の (しばしば無限次元の)対称性を持ち、その対称性により厳密に解くことが
できる。このように記述されるのは自然界に現れる物理的な系の一部に過ぎないが、それにも関わ
らず可積分模型は現実世界の系に普遍的な洞察を与え、あるいは新しいアイディアの理論的な実験場
として用いられてきた。例えば統計力学において、熱力学極限に伴う多くの不明瞭な点が理解され、
Lenz-Ising模型の相転移やアイス模型の境界条件の果たす役割などが明らかになった。流体力学では、
Korteweg-de Vries (KdV)方程式の解析により非線形微分方程式に対するソリトンと呼ばれる安定な
局在波解が存在することが示された。物性物理においてはBethe仮設 (Bethe ansatz)を用いた可積分
量子スピン鎖や 1次元の準自由粒子気体の解析が重要な役割を果たしている。2次元の場の量子論にお
いても、厳密に可解な系は様々な現象の解明に役立ってきた。カイラルGross-Neveu模型に対する次元
変換や、sine-Gordon模型とThirring模型に対する bosonizationはこの顕著な例である。可積分な場
の理論を扱う一般的な枠組みは主に逆散乱法 (inverse scattering method)や因子化問題 (factorization

problem)に関連しており、これらの手法が 1970年代に確立して以来数多くの応用が見出されてきた。

可積分系の一般的な枠組みを最初に与えたのは J. Liouvilleであり、それは求積法 (quadrature)に
よって運動の積分が求まるというものである。Liouvilleの定理によると、系の自由度と同じ数だけの
独立な保存チャージが存在し、かつそれらが Poisson可換 (包合的)であるとき上記の意味での古典可
積分性が従う。場の理論は無限自由度の力学系と見做せるため、Liouville可積分性を素直に拡張しよ
うとするならば無限個の保存チャージが必要となる。これを実現し、可積分系を特徴付ける方法の一
つに Lax pair (Lax対)を用いるものがある。２次元時空M上のある古典的な場の理論が与えられた
とき、その理論が可積分であることを判断するためには以下の性質を満たす接続 d+ Lがあることを
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示せば良い。

• LがRiemann面 C から複素 Lie代数 gCへの写像であり、有理型関数となる。

• 接続 d+ Lが on-shellで平坦である。

• その接続で与えられる運動の積分が包合的 (in involution)である。

これらの性質の詳細については 2章で述べる。ここで Lの各成分の組 (L+,L−)を Lax pairと呼ぶ。
Riemann面Cの複素座標 zはスペクトラルパラメータと呼ばれ、Lax pairはループ代数 gC⊗C[z, z−1]

の元であると言える。Lax pairを用いることにより系に無限個の保存カレントと保存チャージをが構
成可能であり、これら無限個の保存カレントのなす代数は典型的に量子群としての構造で特徴付けら
れる。また、Riemann面 C のトポロジーによって可積分系は分類され、平面、円柱、トーラスに対
応してそれぞれ rational、trigonometric、ellipticの 3つのクラスの可積分系が存在する。

2次元の古典可積分な場の理論はそのPoisson構造により ultralocalな系と non-ultralocalな系に分
類される。前者は Lax pair同士の Poisson括弧の座標依存性としてデルタ関数のみを含むものであ
り、後者はデルタ関数の微分項を含むものである。ultralocalな場の理論は量子可積分性への拡張が
よく知られており、系の厳密なエネルギースペクトラムや S-行列は量子逆散乱法 [1–3]を用いて計算
することができる。しかし、Chapter 2で述べるように non-ultralocalな Poisson括弧を持つ場の理
論に対してはこの量子逆散乱法を適用することが困難であるという問題がある。主カイラル模型など
の物理的に興味のある多くの模型は non-ultralocalなクラスに属していることが知られており、これ
らの系に対して量子逆散乱法を応用することは重大な課題である。

近年、K. Costello, E. Witten, M. Yamazakiらにより幾何学的なアプローチから可積分な格子模
型や場の理論を構成する 4次元Chern-Simons理論 (以下 4次元CS理論)という枠組みが提案され
た [4–8]。Lax pair Lは底空間C ×Mを持つベクトル束の接続としての構造を持っているため、その
運動方程式を 4次元空間C ×M上のゲージ理論から導出する試みである。4次元CS理論の作用は次
のように与えられる。

S =
i

4πℏ

∫
M×C

ω ∧ tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A

)
, ω :有理型 1形式 . (1.1.1)

ゲージ場Aは Lと関連づく物理量であり、C上の座標 zの有理型関数として振る舞う。一方、2次元
曲面Mの方向に対しては理論は位相不変であるという性質がある。前述の 3つの可積分性の定義は 4

次元CS理論の動力学により、Mへと次元簡約した時に自然に導出される。この時複素座標 zは可積
分系のスペクトラルパラメータと同定することができる。特に 3つ目の包合的な性質はYang-Baxter
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方程式という関係式によって特徴づけられるが、これはM方向の位相不変性と密接な関係があるこ
とがわかる。また、4次元の場の理論と 2次元の可積分模型を結びつける他の枠組みとして、超対称
ゲージ理論を用いるものが研究の対象になってきた [9–12]。これに対して、4次元 CS理論による手
法は超対称性に頼らず位相不変性を足掛かりにして可積分系を導くという点で単純であるという利点
がある。

4次元CS理論を 2次元へと簡約する処方は order defectに基づくもの [13–18]と disorder defectに
基づくもの [19–27]に大別される。これらは共に 2次元の表面欠陥であるが、その導入方法は真に異
なったものである。order defectは量子論として摂動論的に良く定義されていることが知られている
が [6]、他方 disorder orderに関しては古典論的な側面しか明らかになっていない。B. Vicedo [28]は
この order defectと disorder defectの分類がそれぞれ可積分系の ultralocalな理論と non-ultralocal

な理論に対応することを示唆し、さらにツイスト関数と有理型 1形式 ωが同一であることを示した。
ツイスト関数とは Lax pairの Poisson括弧に現れるスペクトラルパラメータ z に依存する関数であ
り、可積分系を特徴づける量の一つである。以上を踏まえると、長きにわたる non-ultraloalな理論の
量子可積分性の問題は、4次元CS理論においては diorder defectの量子論的な定式化へと焼き直され
ていることがわかる。また、disorder defectの取り扱いは技術的に複雑である反面、Section 1.2で述
べる可積分変形などの豊富な構造を持っている [19–24]。よって、disorder defectにまつわる様々な模
型が 4次元 CS理論から導出される機構を解明することは意義深い。
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1.2 AdS/CFT対応と可積分変形

AdS/CFT対応の文脈でも可積分系の解析手法が注目を集めてきた。(包括的なレビューとして、[29]
がある。) AdS/CFT対応はホログラフィー原理の具体例であり、「反ド・ジッター (AdS)時空を背景
に持つ超弦理論」と「境界上の共形場理論 (CFT)」が等価だという主張である。最も標準的な例とさ
れるのは、AdS5×S5上のタイプ IIB超弦理論とN = 4の 4次元超対称 Yang-Mills (SYM)理論の対
応関係である。これらの理論には 2つの独立なパラメータがあり、次のような関係式を満たすとされ
ている。

g2YM = 4πgs , g2YMN =
L4

α′2 . (1.2.1)

左辺が SYM理論のパラメータであり、gYMがYang-Mills coupling、N がゲージ群のカラーの数であ
る。右辺にある超弦理論のパラメータは gsが弦の相互作用の coupling constant、L/

√
α′が有効的な

AdS5及び S5の半径である。このパラメータの対応関係の下で 2つの理論における観測量が 1対 1に
対応していることをAdS/CFT対応は示唆している。

この対応関係は主に large N 極限において評価されてきた。large N 極限とは’t Hooft coupling

λ := g2YMN を固定してカラー数をN → ∞とする極限である。この極限の下で弦理論はストリング
ループの寄与が消え、SYM理論においてはプラナーダイアグラムのみが残る。この意味で large N 極
限はプラナー極限とも呼ばれる。しかし、2つの理論を摂動論的に評価しようとした時、近似が有効
なパラメータ領域が異なるという難点がある。large N の極限の下で弦理論は曲がった時空を背景時
空としても非線形シグマ模型になるが、この摂動論が良い近似になるのは時空の平坦に近い時、つま
り λ = L4/α′2 � 1の時である。一方、SYM理論の摂動展開は’t Hooft couplingが小さい時、λ� 1

で意味を持つ。よって両者の間で比較を行うためには何らかの工夫が必要であり、その 1つが可積分
性の援用である。

AdS/CFT対応を検証する上で最もよく解析されてきた物理量は閉弦のエネルギースペクトラムであ
る。これは SYM理論の立場では対応する局所演算子のスケーリング次元に対応する。プラナー極限に
おいて、su(2)セクターのシングルトレース演算子は 1ループレベルでXXXスピン鎖のHamiltonian

と同じ構造を持ち [30]、他のセクターに対しても同様のスピン鎖の構造がある [31–33]。さらに、熱
力学極限において all-orderでの可積分性が示唆され、この時漸近的 Bethe仮設を用いて任意の λで
のスケーリング次元を求めることができる [34,35]。これにより、弦理論側で対応する閉弦の半古典的
なエネルギースペクトラム [36–38]と比較することが可能になる。SYM理論に可積分なスピン鎖の構
造があることを踏まえると、双対な超弦理論にもやはり可積分性があると考えるのが自然である。実
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際、AdS5×S5を背景時空にもつGreen-Schwarz形式の超弦理論に対して Lax pairが構成される [39]。
プラナー極限において、この超弦理論は supercoset PSU(2, 2|4)/(SO(1, 4)×SO(5))に基づいた非線
形シグマ模型で記述される。supercoset PSU(2, 2|4)/(SO(1, 4)×SO(5))はZ4-gradingの構造を持っ
ており、これを利用することにより運動方程式と等価な平坦性条件を持つ Lax pairを構成できる。し
かしながら、この Lax pairは non-ultralocalな Poisson構造を持つことが知られており [40, 41]、量
子論のレベルで可積分性を示すことは容易ではない。

より一般の時空での弦理論と境界の場の理論の対応関係を調べるために、系の可積分性を保ったまま
理論を変形することが有効である。このような技法を可積分変形と呼ぶ。代表的な可積分変形の例とし
て、Yang-Baxter変形が挙げられる。Yang-Baxter変形は古典Yang-Baxter方程式を満たす r-行列
によって特徴付けられ、実パラメータ ηに依った変形である。これは当初主カイラル模型に対して導入
され [42,43]、Z2-gradingを持つ対称コセットシグマ模型へと応用された [44,45]。そして Z4-grading

の構造を持つ supercosetへと拡張することによりAdS5×S5超弦理論に対するYang-Baxter変形が得
られた [46,47]。例えば、β変形されたN = 4 SYM理論 [48]と双対な Lunin-Maldacena時空 [49]は、
su(2, 2)× su(4)の可換な生成子から成る r-行列を用いたYang-Baxter変形により導出できる [50]。こ
のように可積分変形は超対称性や共形対称性が部分的に破れた系に対するホログラフィーの解明のた
めに大きな役割を果たしてきた。

可積分変形はAdS/CFTの文脈のみでなく、様々な非線形シグマ模型に適用される。4次元CS理論
の視点から俯瞰すれば、これらを統一的に扱うことが期待できる。注目すべきは、Riemann面Cのト
ポロジーと有理型 1形式ω、そして表面欠陥 (order/disorder defect)上での境界条件を指定することに
より多くの可積分な場の理論が導出される点である。まず、最も単純な主カイラル模型のYang-Baxter

変形は disorder defectの立場から r-行列を用いた境界条件によって導出された [19]。特に su(2)を標
的空間に持つ主カイラル模型に対するYang-Baxter変形は基づく対称性の違いにより、rationalな処
方と trigonometricな処方の 2つの Lax pairが構成されることが知られている [51]。trigonometric処
方を用いるときRiemann面Cのトポロジーは円柱になるが、[20]においてこれを 4次元CS理論の立
場から再導出した。また、構造群を一般の半単純Lie群に拡張することで新しいタイプのYang-Baxter

変形を導出することができる。対称コセットシグマ模型、AdS5×S5 超弦理論に対する Yang-Baxter

変形は C 上の配位に対しそれぞれ Z2/Z4-gradingを導入することで得られる [21]。以上の模型は全
て disorder defectに基づいて導出されたが、order defectの側面を精緻に解析することも興味深い。
Faddeev-Reshetikhin模型 [52]は SU(2)主カイラル模型の Poisson構造を緩和という手法によって
ultralocalなものに変形した模型である。[18]において、Faddeev-Reshetikhin模型を導く条件を同定
し、order defectの立場から可積分変形を導出することに初めて成功した。
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本論文の構成は以下の通りである。Chapter 2では、標準的な古典可積分性のレビューを与え、可積
分変形の性質について述べる。Chapter 3は主に [6,8,19]に基づき 4次元CS理論の概要を述べ、ツイ
スト関数と境界条件の果たす役割について議論する。Chapter 4において、[20]に基づき trigonometric

処方による主カイラル模型模型のYang-Baxter変形を 4次元CS理論から導出する。また、新しいタイ
プのYang-Baxter変形の構成方法について述べる。Chapter 5は主に [21]の内容であり、対称コセット
シグマ模型とAdS5×S5超弦理論、及びこれらの可積分変形の導出に充てられる。特に、Z2/Z4-grading

の構造を 4次元 CS理論に導入する方法について議論する。Chapter 6では [18]に従って Faddeev-

Reshetikhin模型及びその trigonometric変形を 4次元CS理論の立場から導出する。最後にChapter 7

で総括と今後の展望を述べる。Appendix Aは、4次元CS理論の境界条件を指定するときに中心的な
役割を果たすDrinfel’d doubleやManin tripleについてのレビューである。Appendix BはChapter 4

で導入された自己同型写像 λの具体的な構成法について述べる。Appendix Cでは Lax pairの平坦性
条件を直接評価することにより、主カイラル模型の新型Yang-Baxter変形の可積分性を示す。AdS3主
カイラル模型のYang-Baxter変形とスケーリング極限についてはAppendix Dで述べる。Appendix E

においては Lie superalgebra sl(4|4)を導入し、それを用いてGreen-Schwarz形式のAdS5×S5超弦理
論を記述する方法について概略する。Appendix Fでは随伴作用とR-作用素の合成写像である dressed

R-作用素の満たす諸々の関係式を証明する。Appendix Gにおいて、対称コセットシグマ模型に対す
るツイスト関数から出発して Z2-gradingを導入しない場合、homogeneous bi-Yang-Baxter変形され
た主カイラル模型が得られることを示す。



Chapter 2

古典可積分性

この章では Lax pairを用いて可積分系を特徴付ける手法について説明する。この分野の標準的な文
献として、[53–55]などがある。

2.1 Lax pairによる可積分系の記述

ある系が与えられた時にその系が Liouville可積分であることは示すことは一般に容易でない。Li-

ouville可積分性よりも多くの場合扱いやすい可積分系の特徴づけとして、Lax pairを用いる方法があ
る。Lax pairを用いた可積分の定義は Liouville可積分性と強い関連があると同時に、逆散乱法など
の様々な解析手法を与える。

2.1.1 Lax pairとモノドロミー行列

ある 2次元時空M上で定義された場の理論を考える。M上の座標は (τ, σ)で与えられ、その光円
錐座標を以下のように定義する。

σ± :=
1

2
(τ ± σ) , ∂± :=

∂

∂σ±
. (2.1.1)

Lax pair L±とはある複素 Lie代数 gCに値を取る z ∈ CP 1(:= C ∪ {∞})の有理型関数であり、以下
の性質を満たすものである。

系の運動方程式 ⇔ ∂+L−(z)− ∂−L+(z) + [L+(z),L−(z)] = 0 for ∀z . (2.1.2)

ここで zはスペクトラルパラメータと呼ばれる。右側の条件は on-shell平坦性条件、もしくは零曲率
条件と呼ばれ、(2.1.2)を満たすことが Lax pairを用いた可積分系の定義である。Lax pairの添字±

は主カイラル模型などのある可積分系に対しては共変な時空の添字としての意味を持つが、一般には
その限りではない。Lax pairの時間成分、空間成分を便宜上以下のように定義する。

Lτ :=
1

2
L+ +

1

2
L− , Lσ :=

1

2
L+ − 1

2
L− . (2.1.3)

11
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このように形式的に時空の変換性を Lax pairに対して課すことで L := L+dσ
+ + L−dσ

−を微分 1形
式と見做せる。平坦性条件は

(d+ L) ∧ (d+ L) = dL+ L ∧ L = 0 (2.1.4)

となる。条件 (2.1.4)は次のゲージ変換のもとで不変であることがわかる。

L 7→ Lg := gLg−1 − dg g−1 . (2.1.5)

ここで、gはMから gCへの滑らかな写像である。以上の概念を導入することにより、微分 1-形式に
対する平行移動 (parallel transport)が定義される。

U(z; τ1, σ1; τ0, σ0) := P exp

∫ (τ1,σ1)

(τ0,σ0)
L . (2.1.6)

ここでPは経路順序 (path-ordering)を表し、(τ0, σ0), (τ1, σ1)はそれぞれ始点と終点の座標である。L

の平坦性条件により平行移動 (2.1.6)は端点を固定した経路の連続変形によって値を変えない。端点の
移動に関しては以下の微分方程式を満たす。

∂1±U
10(z) = L1

±U
10(z) , ∂0±U

10(z) = −U10(z)L0
± . (2.1.7)

ここで添字 0や 1は始点と終点を表す。

今、時空Mとして空間座標が σ ∈ [0, L[で周期的な系を考える。Lax pairを用いて以下の演算子
を定義する。

T (z) = P exp

∫ L

0
dσLσ(z) , (2.1.8)

M(z) =Lτ (z)|σ=0 . (2.1.9)

(2.1.8)で定義された演算子 T (z)をモノドロミー行列 (monodromy matrix)と呼ぶ。1 積分 (2.1.8)は非
可縮な経路を巻いているのでモノドロミー行列 T (z)は非自明な値を取りうる。T (z) , M(z)を用いる
と平坦性条件 (2.1.4)は

d

dτ
T (z) = [M(z), T (z)] (2.1.10)

と書き換えられる。ここから直ちに以下の保存チャージ Fk(z) (k ∈ Z>0)が存在することがわかる。

Fk(z) := trT k(z) ,
d

dτ
Fk(z) = 0 . (2.1.11)

1モノドロミー行列は可解な格子模型における転送行列 (transfer matrix)に対応している。場の理論、格子模型どちら
に対しても可積分性は T (z)の可換性によって特徴付けられる。
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Fk(z)はCP 1上の有理型関数なので、ある点 z0 ∈ CP 1周り (例えば z0 = ∞)でLaurent展開すること
で無限個の保存チャージを得ることができる。ただし、一般にこれらの保存チャージが独立であるとは
限らない。Liouville可積分性との対応を見るために、これらの保存チャージが包合的 (in involution)

であるための条件を調べる。テンソル積の Poisson括弧 { ⊗, }を以下のように定義する。Lie代数 gC

に対応する Lie群GCの表現と表現空間 V を定めた時、自己準同型 End(V )の元A,Bに対し、

{A ⊗, B}ikjl := {Ai
j , B

k
l} (2.1.12)

と定める。これを用いて、保存チャージ Fk(z)が包合的であるための十分条件は以下の Sklyanin関
係式で表せる。2

∃r12(z1, z2) ∈ End(V ⊗ V ) s.t. {T (z1) ⊗, T (z2)} = [r12(z1, z2), T (z1)⊗ T (z2)] . (2.1.13)

この r12(z1, z2)は古典的 r-行列と呼ばれる。3ここで、下付き添字 1, 2はテンソル積 V ⊗ V の 1つ目
のベクトル空間と 2つ目のベクトル空間をそれぞれ表していることに注意されたい。Sklyanin関係式
(2.1.13)は量子可積分系のRTT 関係式の古典極限と考えることができる。実際 (2.1.13)を認めると、
関係式

{T k(z1) ⊗, T l(z2)} = [r12(z1, z2), T
k(z1)⊗ T l(z2)] (2.1.14)

が成立するため、テンソル積のそれぞれの空間に対してトレースを取ると、

{Fk(z1), Fl(z2)} = 0 (2.1.15)

が従う。

ここで、古典 r-行列が歪対称 (skew-symmetric)に取れることを述べておく。Sklyanin関係式 (2.1.13)

に対してテンソル積の 1つ目と 2つ目の空間を入れ替えると、

−{T (z2) ⊗, T (z1)} = [r21(z1, z2), T (z2)⊗ T (z1)] (2.1.16)

を得る。左辺の負号は Poisson括弧の歪対称性による。さらに 2つのスペクトラルパラメータを交換
すると、

{T (z1) ⊗, T (z2)} = [−r21(z2, z1), T (z1)⊗ T (z2)] (2.1.17)

2モノドロミー行列の Poisson括弧がこのように不定性のない形で与えられる系を ultralocalな系と言う。Poisson構造
の ultralocalityに関しては Section 2.3を見よ。

3直積表現 End(V ⊗ V )は多くの文献でしばしば g⊗ gと略記される。
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となり、−r21(z2, z1)は r12(z1, z2)と同じ Sklyanin関係式を満たすことがわかる。(2.1.13)と (2.1.17)

を足して 2で除することで

r′12(z1, z2) :=
r12(z1, z2)− r21(z2, z1)

2
(2.1.18)

もやはり Sklyanin関係式を満たす。ここで新しく定義された r-行列 r′12(z1, z2)は歪対称性

r′12(z1, z2) = −r′21(z2, z1) (2.1.19)

を持つ。以降の議論では特に断りがない限りこのように再定義された r′12を r-行列と呼び、常に歪対
称性 (2.1.19)を満たすものとする。

モノドロミー行列を具体的に求めるためには Lax pairの空間成分の経路順序積を計算する必要があ
る。しかし、その Poisson括弧に現れる r-行列は Lax pairの Poisson括弧を計算すれば良い。実際、
Sklyanin関係式 (2.1.13)の十分条件として

{Lσ(z
′;σ1) ⊗, Lσ(z;σ0)} = [r12(z

′, z),Lσ(z
′;σ1)⊗ 1+ 1⊗ Lσ(z;σ0)]δ(σ1 − σ0) (2.1.20)(

σ1 = (τ1, σ1) , σ0 = (τ0, σ0) , τ1 = τ0
)

が与えられる。これは次のように確かめられる。

{U(z′;σ1;σ0) ⊗, U(z;σ1;σ0)}

=

∫ σ1

σ0

∫ σ1

σ0

dudv
(
U(z′;σ1;u)⊗ U(z;σ1; v)

)
· {Lσ(z

′;u) ⊗, Lσ(z; v)}
(
U(z′;u;σ0)⊗ U(z; v;σ0)

)
=

∫ σ1

σ0

∫ σ1

σ0

dudv δ(u− v)
(
U(z′;σ1;u)⊗ U(z;σ1; v)

)
· [r12(z′, z),Lσ(z

′;u)⊗ 1+ 1⊗ Lσ(z; v)]
(
U(z′;u;σ0)⊗ U(z; v;σ0)

)
=

∫ σ1

σ0

∫ σ1

σ0

dudv δ(u− v)[(
U(z′;σ1;u)⊗ U(z;σ1; v)

)
r12(z

′, z)(∂u + ∂v)
(
U(z′;u;σ0)⊗ U(z; v;σ0)

)
+ (∂u + ∂v)

(
U(z′;σ1;u)⊗ U(z;σ1; v)

)
r12(z

′, z)
(
U(z′;u;σ0)⊗ U(z; v;σ0)

)]
=

∫ σ1

σ0

∫ σ1

σ0

dudv δ(u− v)

(∂u + ∂v)
[(
U(z′;σ1;u)⊗ U(z;σ1; v)

)
r12(z

′, z)
(
U(z′;u;σ0)⊗ U(z; v;σ0)

)]
=

∫ σ1

σ0

du ∂u

[(
U(z′;σ1;u)⊗ U(z;σ1;u)

)
r12(z

′, z)
(
U(z′;u;σ0)⊗ U(z;u;σ0)

)]
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=
[
r12(z

′, z), U(z′;σ1;σ0)⊗ U(z;σ1;σ0)
]
. (2.1.21)

上式において、σ1 = L , σ0 = 0と置けば (2.1.13)を得る。3つ目の等号において、U(z;σ1;σ0)に対す
る関係式 (2.1.7)を用いた。

2.1.2 具体例
具体例 1: 主カイラル模型

主カイラル模型 (principal chiral model)とは Lie群Gの群作用そのものを標的空間にもつ非線形シ
グマ模型である。主カイラル模型は on-shell平坦性条件を満たすという意味で可積分であるが、モノ
ドロミー行列 T (z)のPoisson括弧に ambiguityがあるため量子可積分性への拡張が困難であるという
問題がある。これは Lax pairの Poisson構造にデルタ関数の微分項が含まれることに起因しており、
このような Poisson構造を non-ultralocalであると言う。non-ultralocalityの問題については Section

2.3を見よ。

主カイラル模型の作用と Lax pairは以下のように与えられる。

S = − 1

2

∫
M
dτ ∧ dσ ηµν tr(jµjν) , (2.1.22)

L =
j+
z + 1

dσ+ − j−
z − 1

dσ− ,

⇔ Lµ =
1

1− z2

(
jµ + z ϵµνη

νρjρ

)
.

(2.1.23)

カレント jµは g ∈ Gを用いて jµ := g−1∂µgと定義され、対応する Lie代数 gに値を取る。特に jµは
大域的な左作用 g 7→ gg (g ∈ G)に対して不変であり、左不変カレント (left-invariant current)と呼ば
れる。ここで ηµν := diag(−1,+1)は 2次元のMinkowski計量であり、ϵµν は完全反対称テンソル(

ϵ++ ϵ+−
ϵ−+ ϵ−−

)
:=

(
0 +2
−2 0

)
(2.1.24)

である。4gの変分を取ることにより主カイラル模型の運動方程式はカレントの保存則

0 = ∂µjµ = −1

2
(∂+j− + ∂−j+) (2.1.25)

であることがわかる。作用 (2.1.22)は群の大域的な右作用 g 7→ gg (g ∈ G)によって不変であり、jµ
は対応するNoetherカレントである。

4Minkowski時空においては (
ϵ00 ϵ01
ϵ10 ϵ11

)
=

(
ϵττ ϵτσ
ϵστ ϵσσ

)
:=

(
0 −1
+1 0

)
で与えられる。
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左不変カレント j±は off-shellで恒等的に

0 = ∂+j− − ∂−j+ + [j+, j−] (2.1.26)

を満たすことを利用すると、Lax pairの平坦性条件は以下のようになる。

0 = ∂+L− − ∂−L+ + [L+,L−]

= − ∂+j−
z − 1

− ∂−j+
z + 1

+
[j+, j−]

1− z2

=
1

1− z2
(∂+j− − ∂−j+ + [j+, j−]) +

z

1− z2
(∂+j− + ∂−j+)

=
z

1− z2
(∂+j− + ∂−j+) . (2.1.27)

よって、任意の z ∈ CP 1に対して Lax pairの平坦性条件 (2.1.4)を満たすことが運動方程式 (2.1.25)

と等価であることが示せた。

具体例 2: Sine-Gordon模型

Sine-Gordon模型は古典/量子逆散乱法の文脈で解析されてきた模型であり [3]、Bäcklund変換を用
いてN-ソリトン解を得る方法が知られている。

Sine-Gordon方程式は次のように与えられる。

∂2τφ− ∂2σφ = −8m2

β
sin(2βφ) . (2.1.28)

ここで φ = φ(τ, σ)はスカラー場である。さらにこの運動方程式を与える作用は

S =

∫
M
dτdσ

1

2

(
∂µφ∂

µφ+
4m2

β2
(
1− cos(2βφ)

))
(2.1.29)

であることがわかる。運動方程式 (2.1.28)と同値な平坦性条件を導く Lax pairは次のように書ける。

Lσ = − i

( β
2∂τφ m(λeiβφ − λ−1e−iβφ)

m(λe−iβφ − λ−1eiβφ) −β
2∂τφ

)
, (2.1.30)

Lτ = − i

( β
2∂σφ −m(λeiβφ + λ−1e−iβφ)

−m(λe−iβφ + λ−1eiβφ) −β
2∂σφ

)
. (2.1.31)

この Lax pairは Pauli行列 σiを用いて

Lσ = ik1 cos(βφ) σ1 + ik0 sin(βφ) σ2 − i
β

2
∂τφ σ3 ,

Lτ = ik0 cos(βφ) σ1 + ik1 sin(βφ) σ2 − i
β

2
∂σφ σ3

(2.1.32)
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と書けるため、Lµ ∈ su(2)であることがわかる。ここで新たに定義されたスペクトラルパラメータ

k0 := m

(
λ+

1

λ

)
, k1 := −m

(
λ− 1

λ

)
(2.1.33)

は共変な拘束条件 k20 − k21 = 4m2 を満たす。(2.1.32)の表式はさらに共変な形で書き直すことがで
きる。

Lµ = ikµ cos(βφ) σ1 − iϵµνk
ν sin(βφ) σ2 + i

β

2
ϵµν∂

νφ σ3 . (2.1.34)

Lax pairの平坦性条件は具体的に、

0 = ∂τLσ − ∂σLτ + [Lτ ,Lσ]

= − ik1β sin(βφ)∂τφ σ1 + ik0β cos(βφ)∂τφ σ2 − i
β

2
∂2τφ σ3

+ ik0β sin(βφ)∂σφ σ1 − ik1β cos(βφ)∂σφ σ2 + i
β

2
∂2σφ σ3

+ 2iσ1

(
k1β

2
sin(βφ)∂τφ− k0β

2
sin(βφ)∂σφ

)
+ 2iσ2

(
k1β

2
cos(βφ)∂σφ− k0β

2
cos(βφ)∂τφ

)
+ 2iσ3

(
− k20 cos(βφ) sin(βφ) + k21 cos(βφ) sin(βφ)

)
= − i

β

2
σ3

(
∂2τφ− ∂2σφ+

16m2

β
cos(βφ) sin(βφ)

)
= − i

β

2
σ3

(
∂2τφ− ∂2σφ+

8m2

β
sin(2βφ)

)
(2.1.35)

と評価できるため、これは正に Sine-Gordon方程式 (2.1.28)と同値であることがわかる。

Sine-Gordon模型は ultralocalなPoisson構造を持つため、Lax pair (2.1.32)によるモノドロミー行
列が Sklyanin関係式 (2.1.13)を満たすことが示せる。この時の r12(λ, λ

′)は以下のように求まる [53]。

r12(λ, λ
′) =

β2

4

(
λ2 + λ′2

λ2 − λ′2
σ3 ⊗ σ3 +

λλ′

λ2 − λ′2
(
σ1 ⊗ σ1 + σ2 ⊗ σ2

))
(2.1.36)

=
β2

4

(
λ2 + λ′2

λ2 − λ′2
σ3 ⊗ σ3 +

λλ′

λ2 − λ′2

(
(σ1 + iσ2)⊗ (σ1 − iσ2) + (σ1 − iσ2)⊗ (σ1 + iσ2)

))
.

(2.1.37)

この r-行列は確かに歪対称性 (2.1.19)を満たしている。

2.2 Yang-Baxter方程式

前節において保存チャージが包合的であるという条件から r-行列が導入された。Poisson括弧 (2.1.20)

は Jacobi恒等式を満たしているため、現れる r-行列もそれに伴った条件を満たすはずである。そのよう
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な r-行列の満たすべき関係式をYang-Baxter方程式と呼ぶ。Yang-Baxter方程式は単に可積分系の
Poisson構造を特徴付けるというだけでなく、その代数構造により Section 2.4で述べるYang-Baxter

変形の可積分性を保証する。この節では Sklyanin関係式と Yang-Baxter方程式の関係を議論し、R-
作用素を導入する。

2.2.1 整合性条件によるYang-Baxter方程式の導出

Lie代数 gの表現空間 V としたとき r12(z1, z2)は End(V ⊗ V )の元であったが、ここではこの表記
法を拡張しよう。まず r-行列の成分表示を次のように定義する。

r12(z1, z2) =: rab(z1, z2)T
a ⊗ T b . (2.2.1)

T q, T bは End(V )の生成子である。次にベクトル空間 V 3つの直積空間 V ⊗ V ⊗ V を考え、それぞれ
のベクトル空間にラベル 1, 2, 3を割り振る。それぞれの空間に作用する r-行列は以下のように定義さ
れる。

r12(z1, z2) := rab(z1, z2)T
a ⊗ T b ⊗ 1 ,

r23(z2, z3) := rab(z2, z3)1⊗ T a ⊗ T b ,

r31(z3, z1) := rab(z3, z1)T
b ⊗ 1⊗ T a .

(2.2.2)

言い換えれば、1, 2, 3でラベルされたベクトル空間を入れ替える操作を同変 (equivariant)写像とする
ような r-行列の組み合わせである。

この記法を用いて Lσ に対する Jacobi恒等式を評価しよう。以下の式変形では添字 1,2,3に対応し
てスペクトラルパラメータも割り振られるとして r12(z1, z2) = r12等と略記する。

0 =
{
{Lσ(σ1) ⊗, Lσ(σ2)} ⊗, Lσ(σ3)

}
+ (cyclic permutations)

= δ(σ1 − σ2)
{
[r12,Lσ(σ1)⊗ 1+ 1⊗ Lσ(σ2)] ⊗, Lσ(σ3)

}
+ (cyclic permutations)

= δ(σ1 − σ2)
[
{r12 ⊗, Lσ(σ3)},Lσ(σ1)⊗ 1⊗ 1+ 1⊗ Lσ(σ2)⊗ 1

]
− δ(σ1 − σ2)δ(σ1 − σ3)

[
r12, [r31,Lσ(σ1)⊗ 1⊗ 1+ 1⊗ 1⊗ Lσ(σ3)]

]
+ δ(σ1 − σ2)δ(σ2 − σ3)

[
r12, [r23,1⊗ Lσ(σ2)⊗ 1+ 1⊗ 1⊗ Lσ(σ3)]

]
+ (cyclic permutations)

= δ(σ1 − σ2)
[
{r12 ⊗, Lσ(σ3)},Lσ(σ1)⊗ 1⊗ 1+ 1⊗ Lσ(σ2)⊗ 1

]
+ δ(σ1 − σ2)δ(σ1 − σ3)

([
[r31, r12] ,Lσ(σ1)⊗ 1⊗ 1+ 1⊗ 1⊗ Lσ(σ3)

]
−
[
r31 , [r12 ,Lσ(σ1)⊗ 1⊗ 1]

])



19 2. 古典可積分性

+ δ(σ1 − σ2)δ(σ1 − σ3)
([

[r12, r23] ,1⊗ Lσ(σ2)⊗ 1+ 1⊗ 1⊗ Lσ(σ3)
]

+
[
r23 , [r12 ,1⊗ Lσ(σ2)⊗ 1]

])
+ (cyclic permutations) . (2.2.3)

2つ目の等号では

{Lσ(σ1) ⊗, Lσ(σ2)} = δ(σ1 − σ2)
[
r12,Lσ(σ1)⊗ 1+ 1⊗ Lσ(σ2)

]
= − δ(σ1 − σ2)

[
r21,Lσ(σ1)⊗ 1+ 1⊗ Lσ(σ2)

]
(2.2.4)

が (r-行列の歪対称性を仮定せずとも)成立することを用いた。permutationからの寄与を考慮に入れ
て直積空間の入れ替えを行う。以下では

L1 := Lσ(σ1)⊗ 1⊗ 1 , L2 := 1⊗ Lσ(σ2)⊗ 1 , L3 := 1⊗ 1⊗ Lσ(σ3) (2.2.5)

と言う記法を用いる。(2.2.3)は次のようになる。

0 = δ(σ1 − σ2)
[
{r12 ⊗, Lσ(σ3)},L1 + L2

]
+ δ(σ1 − σ2)δ(σ1 − σ3)

([
[r31, r12],L1 + L3]−

[
r31, [r12,L1]

])
+ δ(σ1 − σ2)δ(σ1 − σ3)

([
[r12, r23],L2 + L3] +

[
r23, [r12,L2]

])
+ (cyclic permutations)

= δ(σ3 − σ1)
[
{r31,L2},L3

]
+ δ(σ2 − σ3)

[
{r23,L1},L3

]
+ δ(σ1 − σ2)δ(σ1 − σ3)

([
[r23, r31],L3

]
+
[
[r31, r12],L3

]
−
[
r23, [r31,L3]

])
+ δ(σ1 − σ2)δ(σ1 − σ3)

([
[r23, r31],L3

]
+
[
[r12, r23],L3

]
+
[
r31, [r23,L3]

])
+ (cyclic permutations)

=
[
δ(σ3 − σ1){r31,L2}+ δ(σ2 − σ3){r23,L1} , L3

]
+ δ(σ1 − σ2)δ(σ1 − σ3)

([
[r23, r31],L3

]
−
[
r23, [r31,L3]

]
+
[
r31, [r23,L3]

])
+ δ(σ1 − σ2)δ(σ1 − σ3)

[
[r31, r12] + [r23, r31] + [r12, r23] , L3

]
+ (cyclic permutations) . (2.2.6)

ここまで r-行列の歪対称性を仮定せずに式変形を行なったきたことに注意せよ。最後の等号での 2行
目は交換子に対する Jacobi恒等式により 0になる。1行目は r-行列と Lax pairのPoisson括弧である
が、r-行列が系を記述する場を含まないならばこの項は消える。逆に、場を含んだ形の r-行列を動力
学的 (dynamical)な r-行列と呼ぶ。
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以上より、非動力学的な r-行列に対してPoisson括弧の Jacobi恒等式が成り立つための十分条件は
次の通り与えられる。

[r12(z1, z2), r23(z2, z3)] + [r23(z2, z3), r31(z3, z1)] + [r31(z3, z1), r12(z1, z2)] = C123 . (2.2.7)

ここでC123は Lie代数 gのCasimir演算子 (つまり普遍包絡代数U(g)の中心)の V ⊗V ⊗V 上の表現
行列である。この直積表現の典型的な基底が T a⊗1⊗1+1⊗T a⊗1+1⊗1⊗T a (a = 1, . . . , dimV )

で与えられることを思い出すと、C123は

[
C123 , T

a ⊗ 1⊗ 1+ 1⊗ T a ⊗ 1+ 1⊗ 1⊗ T a
]
= 0 , for ∀T a (2.2.8)

を満たす作用素として定義される。(2.2.8)が成立すれば、(2.2.6)の残りの項が消えることが直ちにわ
かる。

自明なCasimir演算子

C123に対する最も自明な選択は C123 = 0である。この時 (2.2.7)は次のようになる。

[r12(z1, z2), r23(z2, z3)] + [r23(z2, z3), r31(z3, z1)] + [r31(z3, z1), r12(z1, z2)] = 0 . (2.2.9)

これを斉次古典Yang-Baxter方程式 (homogeneous classical Yang-Baxter equation、以下hCYBE)

と呼ぶ。

Quadratic CasimirによるCasimir演算子

Lie代数 gが半単純の時、より非自明な Casimir演算子を考えることができる。まず直積表現空間
V ⊗ V に対する quadratic Casimirを次のように定義する。

c12 :=

dimV∑
a=1

T a ⊗ Ta . (2.2.10)

実際この行列は関係式

[
c12, T

b ⊗ 1+ 1⊗ T b
]
=

dimV∑
a=1

(
[T a, T b]⊗ Ta + T a ⊗ [Ta, T

b]
)

=
dimV∑
a,c=1

fabc
(
Tc ⊗ Ta + Ta ⊗ Tc

)
=0 (2.2.11)
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を満たす。ここでの fabcは半単純 Lie代数 gの構造定数である。c12の拡張として

C12 := c12 ⊗ 1 =
dimV∑
a=1

T a ⊗ Ta ⊗ 1 , C13 :=
dimV∑
a=1

T a ⊗ 1⊗ Ta (2.2.12)

をとると、C123として

C123 := − c2
[
C12, C13

]
(2.2.13)

= − c2
dimV∑
a,b,c=1

fabc Ta ⊗ Tb ⊗ Tc (2.2.14)

とすれば良いことがわかる。ここで c2 ∈ R\{0}である。なぜならば、 dimV∑
a,b,c=1

fabc Ta ⊗ Tb ⊗ Tc , T
d ⊗ 1⊗ 1+ 1⊗ T d ⊗ 1+ 1⊗ 1⊗ T d


=

dimV∑
a,b,c,e=1

(
fabcfa

de Te ⊗ Tb ⊗ Tc + fabcfb
de Ta ⊗ Te ⊗ Tc + fabcfc

de Ta ⊗ Tb ⊗ Te

)

=
dimV∑

a,b,c,e=1

Ta ⊗ Tb ⊗ Tc

(
f ebcfe

da + faecfe
db + fabefe

dc
)

=0 (2.2.15)

と評価できるためである。最後の等号では構造定数に対する Jacobi恒等式を用いた。このCasimir演
算子 C123を用いると (2.2.7)は次のようになる。

[r12(z1, z2), r23(z2, z3)] + [r23(z2, z3), r31(z3, z1)] + [r31(z3, z1), r12(z1, z2)] = −c2
[
C12, C13

]
.

(2.2.16)

この関係式は修正古典Yang-Baxter方程式 (modified classical Yang-Baxter equation、以下mCYBE)

と呼ばれる。

2.2.2 R-作用素

Sklyanin関係式 (2.1.13)で現れた古典 r-行列を作用素 gC → gCの形式で書き直すことを考える。こ
の節では特に r-行列の代数構造に興味があるため、スペクトラルパラメータに依存しない r-行列を扱
う。この時、歪対称性は単に r12 = −r21となる。

まず線形作用素R : End(V ) → End(V )を古典 r-行列を用いて以下のように定義する。

R(X) := 〈r12, X〉2 , X ∈ End(V ) . (2.2.17)
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ここで、gの双線型形式 〈·, ·〉 : End(V )×End(V ) → Cを導入した。添字 〈·, ·〉2は直積End(V ⊗ V )の
2つ目の成分を双線型形式に代入することを意味する。この線形作用素をR-作用素 (R-operator)と呼
ぶ。r-行列は歪対称性 (2.1.19)を満たす End(V ⊗ V )の元なので、常に

r =
∑
i

(
Ei ⊗ E′

i − E′
i ⊗ Ei

)
, Ei, E

′
i ∈ End(V ) (2.2.18)

の形を取る。従って (2.2.17)は

R(X) =
∑
i

(
Ei 〈E′

i, X〉 − E′
i 〈Ei, X〉

)
(2.2.19)

と表され、R-作用素での歪対称性は

〈R(X), Y 〉 = −〈X,R(Y )〉 , ∀X,Y ∈ End(V ) (2.2.20)

と表現される。ここまでの議論ではLie代数 gの表現を定めていたが、考えている表現が忠実 (faithful)

であれば、R-作用素としてR : g → gを一意に同定することができる。よってR-作用素の言葉でYang-

Baxter方程式を表せば、Lie代数の表現に依らない議論をすることができる。

古典Yang-Baxter方程式 (2.2.9), (2.2.16)はR-作用素の言葉で書き直すと以下のようになる。

[R(X), R(Y )]−R
(
[R(X), Y ] + [X,R(Y )]

)
= −c2[X,Y ] , X, Y ∈ gC . (2.2.21)

これを確かめるために各項を評価しよう。

[R(X), R(Y )] =
〈
[r12, r13] , X ⊗ Y

〉
23
,

−R([R(X), Y ]) =
〈
[r32, r13] , X ⊗ Y

〉
23
,

−R([X,R(Y )]) =
〈
[r12, r23] , X ⊗ Y

〉
23
,

[X,Y ] =
〈
[C12, C13] , X ⊗ Y

〉
23
.

(2.2.22)

ここで双線形形式 〈X,Y 〉
23
はX の第 2,第 3の直積部分を 〈·, ·〉に代入したものである。特に上の第

2,3式において、双線形形式 〈·, ·〉が随伴不変 (adjoint invariant)

〈X, [Y, Z]〉+ 〈[Y,X], Z〉 = 0 , ∀X,Y, Z ∈ End(V ) (2.2.23)

であることを用いた。今X,Y は End(V )の任意の元であるため、(2.2.22)より (2.2.9), (2.2.16)が従
う。c2の値として一般に任意の実数が許されるが、R-作用素の再規格化により常に |c2|は 0か 1に帰
着させることができる。
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まず、hCYBE (2.2.9)に同値な方程式として、

[R(X), R(Y )]−R
(
[R(X), Y ] + [X,R(Y )]

)
= 0 , X, Y ∈ gC (2.2.24)

が与えられる。これがR-作用素に対する hCYBE (homogeneous classical Yang-Baxter equation)で
ある。mCYBE (2.2.16)のR-作用素による記述は次のように与えられる。

[R(X), R(Y )]−R
(
[R(X), Y ] + [X,R(Y )]

)
= −c2[X,Y ] , X, Y ∈ gC , c2 ∈ {−1,+1} .

(2.2.25)

これはR-作用素に対するmCYBE (modified classical Yang-Baxter equation)である。R-作用素の規
格化は自由に変えられるため、cの値として±1もしくは±iを考えれば良い。−c2 = −1 (⇔ c = ±1)

の時のmCYBEを split型、−c2 = +1 (⇔ c = ±i)の時のmCYBEを non-split型と呼ぶ。5

mCYBEの解

半単純 Lie代数 gに対しては以下のDrinfel’d-Jimbo型 [56, 57]の古典 r-行列がmCYBEの解で
あることが知られている。

rDJ = c
∑

α: simple root

(E−α ⊗ Eα − Eα ⊗ E−α) . (2.2.28)

ここでEα ∈ gはカルタン標準形に取っている。特に g = gl(n)の時は

rDJ = c
∑

1≤i<j≤n

(Eij ⊗ Eji − Eji ⊗ Eij) (2.2.29)

と与えられる。ここでEij は基本表現で (Eij)kl := δikδjlと定義される。Drinfel’d-Jimbo型の r-行列
に対応するR-作用素は

RDJ(Eα) = − cEα (α : positive root)

RDJ(E−α) = + cEα (−α : negative root) (2.2.30)

RDJ(Ha) = 0 (Ha : Cartan generator)

と作用することが (2.2.17)から従う。
5歪対称でない R-作用素を許す時、mCYBEの解 Rm と hCYBEの解 Rh は以下の変換

R±
h = Rm ± Id (2.2.26)

によって関係づくことがわかる。歪対称でない R-作用素に対する Yang-Baxter方程式は
[R(X), R(Y )]−R

(
− [tR(X), Y ] + [X,R(Y )]

)
= 0 (2.2.27)

ここで tR は R の双線形形式 ⟨·, ·⟩に対する共役である。Rm を歪対称 (⇔ tRm = −Rm)とすると、R±
h は tR±

h = −R∓
m

となり歪対称でなくなることに注意せよ。
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hCYBEの解

hCYBEの最も単純な解として可換 r-行列を用いたものがある。すなわち、以下の r-行列を用いて
構成されるR-作用素である。

r =
∑
i

(
Ei ⊗ E′

i − E′
i ⊗ Ei

)
, Ei, E

′
i ∈ End(V ) s.t. ∀Ei, E

′
j , [Ei, E

′
j ] = 0 . (2.2.31)

その可解性からこの r-行列は自明に hCYBEを満たす。この型の r-行列は任意の Lie代数 gに対して
構成でき、特に半単純 Lie代数に対してはその Cartan部分代数の元をEi, E

′
iにとれば良い。

より非自明な hCYBEの解として Jordanian型 [58, 59]の r-行列がある。これは次のように定義
される。

rJor =

n∑
i

(
Ei ⊗ E′

i − E′
i ⊗ Ei

)
, Ei, E

′
i ∈ End(V )

s.t. [E1, E
′
1] = E′

1 , [E1, Ei] = (1− ti)Ei , [E1, E
′
i] = tiE

′
i , [Ei, E

′
j ] = δijE

′
j ,

[Ei, Ej ] = [E′
i, E

′
j ] = [E′

1, Ei] = [E′
1, E

′
i] = 0 i, j = 2, . . . , n . (2.2.32)

ここで ti ∈ C (i = 2, . . . , n)は定数である。特に n = 1のとき、Jordanian型の古典 r-行列は

rJor = E1 ⊗ E′
1 − E′

1 ⊗ E1 , [E1, E
′
1] = E′

1 (2.2.33)

という形を取る。

2.3 Poisson構造のultralocality

Section 2.1.2で議論した主カイラル模型をはじめとして、多くの物理的に興味のある模型は non-

ultralocalな Poisson構造を持っている。non-ultralocalityとはつまり、Lax pairの Poisson括弧にデ
ルタ関数だけではなくデルタ関数の微分項が含まれるような性質である。このようなPoisson構造は量
子逆散乱法を考える上で重大な問題になる。量子逆散乱法 (quantum inverse scattering method) [1–3]

とは、転送行列 (場の理論の場合にはモノドロミー行列)の交換関係を用いて、系のエネルギー固有状
態や散乱行列を厳密に求める手法である。多くの成功を収めた量子逆散乱法であるが、non-ultralocal

な系に対してはモノドロミー行列の交換関係 (古典論の言葉ではPoisson括弧)に不定性が現れるため、
この手法が適用できないというのが長きにわたる問題である。

non-ultralocalな系を取り扱う処方のとして、J. M. Mailletによる r/s-行列による定式化 (Maillet

括弧)がある [60,61]。この手法により古典論として包合的な無限個の保存チャージが存在することを
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示すことができる。しかし、モノドロミー行列のPoisson括弧が Jacobi恒等式を満たさなくなるため
量子論への拡張は難しい問題となる。

主カイラル模型や対称コセット模型などといった non-ultralocalな系に対し格子正則化を導入し、
量子逆散乱法を考える別のアプローチとして、緩和 (alleviation) [52,62–64]が知られている。緩和と
いう手法は、系の運動方程式を保ったまま Poisson構造を修正し取扱い易い形にするというものであ
る。これにより上記のストリングシグマ模型と古典的に等価な系に対して量子逆散乱法を適用できる
ようになる。一般に緩和されたPoisson括弧は縮退しているため、元の系の相空間を制限したものを考
えることに対応している。驚くべきことに、この相空間の制限はそれぞれの模型に対する Pohlmeyer

簡約 [65–73]に対応することが指摘されている [62]。SU(2)主カイラル模型を緩和した模型である
Faddeev-Reshetekhin模型 [52]については Section 6にて取り扱う。

この節ではモノドロミー行列の Poisson括弧の不定性及び、r/s-行列について概観する。

Lax pairの Poisson括弧として、デルタ関数の 1階微分までを含むものは一般に次の形を取る。{
Lσ(z;σ) ⊗, Lσ(z

′;σ′)
}
= Ã12(z, z

′;σ)δ(σ − σ′)

+ B̃12(z, z
′;σ, σ′)∂σ′δ(σ − σ′) + C̃12(z, z

′;σ, σ′)∂σδ(σ − σ′) . (2.3.1)

Poisson括弧の歪対称性を考慮すると Ã12, B̃12, C̃12は

Ã12(z, z
′;σ) = −Ã21(z

′, z ;σ) , B̃12(z, z
′;σ, σ′) = −C̃21(z

′, z ;σ′, σ) , (2.3.2)

という関係を満たすことがわかる。関係式

{U(z′;σ′1;σ
′
0)

⊗, U(z;σ1;σ0)}

=

∫ σ1

σ0

∫ σ1

σ0

dudv
(
U(z′;σ′1;u)⊗ U(z;σ1; v)

)
{Lσ(z

′;u) ⊗, Lσ(z; v)}
(
U(z′;u;σ′0)⊗ U(z; v;σ0)

)
(2.3.3)

を思い出し、平行移動 U(z;σ1;σ0)の Poisson括弧が平行移動の交換子で書けることを要請する。こ
の条件により、Lσ の交換関係はさらに次の形に制限されることがわかる [61]。{

Lσ(z;σ) ⊗, Lσ(z
′;σ′)

}
=
(
∂σr12(z, z

′;σ) +
[
r12(z, z

′;σ) , Lσ(z;σ)⊗ 1+ 1⊗ Lσ(z
′;σ)

]
−
[
s12(z, z

′;σ) , Lσ(z;σ)⊗ 1− 1⊗ Lσ(z
′;σ)

] )
δ(σ − σ′)

− 1

2

(
s12(z, z

′;σ) + s12(z, z
′;σ′)

)
(∂σ − ∂σ′)δ(σ − σ′) . (2.3.4)

ここで定義された r/s-行列は以下の対称性を持つ。

r12(z, z
′;σ) = −r21(z′, z;σ) , s12(z, z

′;σ) = s21(z
′, z;σ) . (2.3.5)
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r-行列は直積空間とスペクトラルパラメータの入れ替えに対して歪対称である一方、s-行列は対称で
あることに注意せよ。r-行列が σに依存せず (∂σr12(z, z

′;σ) = 0)、s12(z, z′;σ) = 0の時、ultralocal

な Poisson括弧 (2.1.20)に帰着することがわかる。上記の Poisson括弧に対する Jacobi恒等式が成立
するための十分条件として、ultralocalな場合のYang-Baxter方程式 (2.2.9)に対応する以下の関係式
が導かれる。

0 =

([
(r + s)13(z, z

′′;σ) , (r − s)12(z, z
′;σ)

]
+
[
(r + s)23(z

′, z′′;σ) , (r + s)12(z, z
′;σ)

]
+
[
(r + s)23(z

′, z′′;σ) , (r + s)13(z, z
′′;σ)

])
δ(σ − σ′)

+
{
Lσ1(z;σ) , (r + s)23(z

′, z′′;σ′)
}
−
{
Lσ2(z;σ) , (r + s)13(z, z

′)′;σ′)
}
. (2.3.6)

r/s-行列が非動力学的な時、上式の最終行の寄与は消える。

(2.3.4)を用いて、(2.1.21)(において引数を変更したもの)と同様の手順を追うことにより平行移動
U(z;σ1;σ0)の Poisson括弧を求めることができる。σ1 > σ0, σ

′
1 > σ′0の時、これらの Poisson括弧は

次のように与えられる。
{
U(z;σ1, σ0) ⊗, U(z′;σ′1, σ

′
0)
}

=χ(σ;σ′1, σ
′
0)
[
U(z;σ1, σ)⊗ U(z′;σ′1, σ)

(
r12(z, z

′;σ)− s12(z, z
′;σ)

)
U(z;σ, σ0)⊗ U(z′;σ, σ′0)

]σ=σ1

σ=σ0

+χ(σ;σ1, σ0)
[
U(z;σ1, σ)⊗ U(z′;σ′1, σ)

(
r12(z, z

′;σ) + s12(z, z
′;σ)

)
U(z;σ, σ0)⊗ U(z′;σ, σ′0)

]σ=σ′
1

σ=σ′
0

.

(2.3.7)

特にmin(σ1, σ
′
1) > max(σ0, σ

′
0)の時、さらに{

U(z;σ1, σ0) ⊗, U(z′;σ′1, σ
′
0)
}

= + U(z;σ1, σ1m)⊗ U(z′;σ′1, σ1m)
(
r12(z, z

′;σ1m) + ϵ(σ1 − σ′1)s12(z, z
′;σ1m)

)
· U(z;σ1m, σ0)⊗ U(z′;σ1m, σ

′
0)

− U(z;σ1, σ0M )⊗ U(z′;σ′1, σ0M )
(
r12(z, z

′;σ0M ) + ϵ(σ′0 − σ0)s12(z, z
′;σ0M )

)
· U(z;σ0M , σ0)⊗ U(z′;σ0M , σ

′
0) (2.3.8)(

σ1m := min(σ1, σ
′
1) , σ0M := max(σ0, σ

′
0)
)

と書ける。ここで、ϵ(σ) := sign(σ)であり、特性関数 χは

χ(σ;σ1, σ0) :=

{
1 if σ0 < σ < σ1
0 if σ < σ0 or σ1 < σ

(2.3.9)
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と定義されている。(2.3.7), (2.3.8)からみて取れるように、これらの平行移動同士の Poisson括弧は
同一区間 (σ1 = σ′1, σ0 = σ′0)もしくは隣り合った区間 (σ1 = σ′0 あるいは σ0 = σ′1)の時、ϵ(σ)や
χ(σ;σ1, σ0)の不連続点での不定性を含む (Fig. 2.3.1)。

σ0 = σ
′

0
σ1 = σ

′

1
σ0 σ1 = σ

′

0
σ
′

1

R R

Figure 2.3.1: 平行移動 U(z;σ1, σ0)及び U(z;σ′
1, σ

′
0)の積分領域。同一区間 (左)か隣り合った区間 (右)の場合に Poisson

括弧の不定性が現れる。

この不定性を回避してモノドロミー行列の Poisson括弧を定義するために、所謂 point-splittingを
用いて正則化を行う必要がある。今、行列に値を取る関数

∆(1)(z, z′;σ1, σ0, σ
′
1, σ

′
0) :=

{
U(z;σ1, σ0) ⊗, U(z′;σ′1, σ

′
0)
}

(2.3.10)

を定義する。Poisson括弧の歪対称性と Leibniz則を保ちつつ、不連続点 σ1 = σ′1での値を定めるため
には次のように対称に point-splittingを行えば良いことがわかる [61]。

∆(1)(z, z′;σ1, σ0, σ1, σ
′
0)

=
1

2
lim
ϵ→0+

(
∆(1)(z, z′;σ1, σ0, σ1 − ϵ, σ′0) + ∆(1)(z, z′;σ1, σ0, σ1 + ϵ, σ′0)

)
. (2.3.11)

これは χ(σ;σ1, σ0)の不連続点において 1/2を当てることに対応している。この正則化を施すことに
より、モノドロミー行列の Poisson括弧は (2.3.7)を用いると次のように得られる。

{T (z1), T (z2)} = [r12(z1, z2), T (z1)⊗ T (z2)]

+ (T (z1)⊗ 1) s12(z1, z2)(1⊗ T (z2))− (1⊗ T (z2))s12(z1, z2)(T (z1)⊗ 1) .
(2.3.12)

右辺の第 2項と第 3項は S1のRへの持ち上げの任意性に由来する。つまり、空間方向の S1を 1周す
る経路を Rに持ち上げた時に σ1 = L, σ0 = 0のモノドロミーとの Poisson括弧に寄与するのは

(σ′1, σ
′
0) = (L, 0), (0,−L), (2L,L) (2.3.13)

の 3通りである。上記の 1,2,3番目の選択がそれぞれ (2.3.12)の右辺第 1,2,3項目に対応している。
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しかしながら、この正則化の手順によりモノドロミー行列に対する Jacobi恒等式が成立しなくなっ
てしまうことがわかる。実際、(2.3.12)を用いて Jacobi恒等式を計算すると、その十分条件として次
の関係式が得られる。

0 =

([
r13(z, z

′′;σ) , r12(z, z
′;σ)

]
+
[
r23(z

′, z′′;σ) , r12(z, z
′;σ)

]
+
[
r23(z

′, z′′;σ) , r13(z, z
′′;σ)

])
δ(σ − σ′)

+
1

2

{
Lσ1(z;σ) , (r + s)23(z

′, z′′;σ′)
}
− 1

2

{
Lσ2(z;σ) , (r + s)13(z, z

′)′;σ′)
}

+
1

2

{
Lσ3(z;σ) , (r + s)12(z, z

′;σ′)
}
. (2.3.14)

これは条件 (2.3.6)とは両立しない。r-行列が非動力学的でかつ s12 = 0 (つまり ultralocal)の時 (2.3.6)

と (2.3.14)は共に hCYBE (2.2.9)に帰着することに注意せよ。

この困難は “弱い意味”(in the weak sense)での6正則化を導入することで解決することができる。
弱い括弧とは Poisson括弧の数 nに依って正則化が定義された括弧であり、内側に含まれる Poisson

括弧単体で意味を持たない。n重の Poisson括弧を

∆(n)
(
z(1), . . . , z(n+1);σ

(1)
1 , σ

(1)
0 , . . . , σ

(n+1)
1 , σ

(n+1)
0

)
:=
{
U
(
z(1), σ

(1)
1 , σ

(1)
0

)
⊗,
{
. . . ⊗,

{
U
(
z(n), σ

(n)
1 , σ

(n)
0

)
⊗, U

(
z(n+1), σ

(n+1)
1 , σ

(n+1)
0

)}
. . .
}}

(2.3.15)

と置くと、やはり同一区間と隣り合う区間を考える時に不連続性が現れる。Jacobi恒等式を成立させ
つつ、不連続点で∆(n)の正則化を与えるためには次のような完全対称化によって弱い括弧を定義す
れば良い。

∆(n)
(
z(1), . . . , z(n+1);σ1, σ

(1)
0 , . . . , σ1, σ

(n+1)
0

)
= lim

ϵ→0+

1

(n+ 1)!

∑
p∈Sn+1

∆(n)
(
z(1), . . . , z(n+1);σ1 + p(1)ϵ, σ

(1)
0 , . . . , σ1 + p(n+ 1)ϵ, σ

(n+1)
0

)
.

(2.3.16)

ここで Sn+1は n+ 1次対称群である。Jacobi恒等式に関与するのは∆(2)であることがわかる。ここ
での∆(1)は (2.3.11)のものと一致していることに注意せよ。古典論としては、このように弱い括弧を
定義することにより包合的な無限個の保存チャージが存在することを示すことができる。つまり、次
の関係式が成立する。

{
trT (z)n ⊗, trT (z′)m

}
=nm tr12

(
T (z)⊗ T (z′) ·

{
T (z) ⊗, T (z′)

})
6ここでの「弱い」という言葉遣いは拘束系に対する Hamilton力学における弱い等号とは何の関係もない。
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=nm tr12

[
r12(z, z

′) + s12(z, z
′), T (z)n ⊗ T (z′)m

]
=0 . (2.3.17)

以上の r/s-行列を用いた定式化により non-ultralocalな系に対しても古典可積分性を示すことができ
たが、これらの議論を量子論に拡張し量子逆散乱法を適用するためには弱い意味での Poisson括弧で
は不十分である。

主カイラル模型のPoisson構造

具体例として主カイラル模型 (2.1.22)の Poisson構造 [74]を調べよう。Lie代数 gの生成子の表現
行列を T aとして、次のように規格化及び交換関係を定義する。

tr
(
TaTb

)
=: κab ,

[
T a, T b

]
= fabcT

c . (2.3.18)

(2.1.22)における左不変カレント jはこの基底を用いて j =
∑

a j
aTaと書け、それぞれの成分は次の

形を取る。

jaµ = eaM∂µX
M . (2.3.19)

ここでM は標的空間の添字である。XM は標的空間への埋め込み関数であり、eaM (XN )は多脚場と
みなせる。よって標的空間の計量は次のように書ける。

GMN = eaMe
b
Nκab . (2.3.20)

これらの変数を用いると off-shell平坦性条件 (2.1.26)かより次の関係式が従う。

0 = ∂τ jσ − ∂σjτ + [jτ , jσ]

=
[
∂τ
(
ecM∂σX

M
)
− ∂σ

(
ecM∂τX

M
)
+ eaM∂τX

MebN∂σX
Nfab

c
]
Tc

=
[
∂Ne

c
M∂τX

N∂σX
M − ∂Ne

c
M∂σX

N∂τX
M + eaMe

b
Nfab

c∂τX
M∂σX

N
]
Tc , (2.3.21)

⇒

∂N eaM − ∂Me
a
N + ebNe

c
Mf

a
bc = 0 . (2.3.22)

ここではXM を基礎的な力学変数としてその共役運動量との Poisson括弧を指定しよう。7 G-主カ
7左不変カレント jaσ を基礎的な力学変数に取る方法もここでの結果と等価な結果を与える [54, 75–77]。この時 off-shell

平坦性条件 (2.1.26)を用いると
∂τ j

a
σ = ∂σj

a
τ + [jτ , jσ] =: ∇σjτ (2.3.23)

であるので、正準共役運動量を次のようにして Poisson括弧を定める。

πa :=
δS

δ(∂τ jaσ)
= −

(
∇−1

σ jτ
)a

. (2.3.24)
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イラル模型の作用はXmを用いると次のようにかける。

S = − 1

2

∫
dτ ∧ dσ ηµν eaM∂µXM ebN∂νX

Nκab

= − 1

2

∫
dτ ∧ dσ ηµν GMN ∂µX

M∂νX
N . (2.3.25)

よって力学変数XM に対する正準共役運動量は

ΠM := eaMκabe
b
N∂τX

N = eaMκab j
b
τ (2.3.26)

で与えられるため、課すべき Poisson括弧は以下の通りである。
{
XM (σ),ΠN (σ′)

}
= δMN δ(σ − σ′) ⇔

{
XM (σ), ∂τX

N (σ′)
}
= GMN δ(σ − σ′) . (2.3.27)

これを用いるとカレント jτ , jσ の間の Poisson括弧が次のように計算できる。

{jaσ(σ), jbσ(σ′)} =0 , (2.3.28)

{jaτ (σ), jbσ(σ′)} =κab∂σδ(σ − σ′) + κaceMc (σ)∂Ne
b
M (σ)∂σX

N (σ)δ(σ − σ′)

− κaceMc (σ)∂Me
b
N (σ)∂σX

N (σ)δ(σ − σ′)

=κab∂σδ(σ − σ′) + jcσ f
a
cdκ

dbδ(σ − σ′) (2.3.29)

{jaτ (σ), jbτ (σ′)} = jcτf
a
cdκ

dbδ(σ − σ′) . (2.3.30)

ここで滑らかな関数 f(σ)に対して成り立つ関係式

f(σ′)∂σδ(σ − σ′) = f(σ)∂σδ(σ − σ′) + ∂σf(σ)δ(σ − σ′) (2.3.31)

及び (2.3.22)を用いた。以上のカレント間の Poisson代数を用いると Lax pair (2.1.23)の Poisson括
弧を同定することができる。{

La
σ(z;σ),Lb

σ(z
′;σ′)

}
=

κab(z + z′)

(1− z2)(1− z′2)
∂σδ(σ − σ′)

+
z + z′

(1− z2)(1− z′2)
jcσ(σ)f

a
cdκ

dbδ(σ − σ′)

+
zz′

(1− z2)(1− z′2)
jcτ (σ)f

a
cdκ

dbδ(σ − σ′)

=
κab(z + z′)

(1− z2)(1− z′2)
∂σδ(σ − σ′)

− z′2

(1− z′2)(z − z′)
Lc
σ(z)f

a
cdκ

dbδ(σ − σ′)
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− z2

(1− z2)(z − z′)
Lc
σ(z

′)facdκ
dbδ(σ − σ′) . (2.3.32)

この Poisson構造は [78, 79]のものと確かに一致する。(2.3.4)と見比べると、主カイラル模型に対す
る r/s-行列は次のように与えられる [80]。

s12(z.z
′) = − 1

2

z + z′

(1− z2)(1− z′2)
κab T

a ⊗ T b , (2.3.33)

r12(z, z
′) = − 1

2

z2 + z′2 − 2z2z′2

(z − z′)(1− z2)(1− z′2)
κab T

a ⊗ T b . (2.3.34)

これらは確かに対称性 r12(z, z
′) = −r21(z′, z) , s12(z, z′) = s21(z

′, z)を満たしている。

2.4 可積分変形

可積分系を系統的に得る手法として、可積分変形が知られている。可積分変形とはある可積分系が
与えられたときに、その可積分性を保ったまま系を変形するパラメータを導入することである。例え
ば、主カイラル模型に対する可積分変形としてYang-Baxter変形 (以下YB変形)や λ変形が知られ
ている。YB変形とは、Yang-Baxter方程式 (2.2.24), (2.2.25)を満たすR-作用素の代数構造を利用し
て作用と対応する Lax pairを変形する手法である。この章では例として主カイラル模型と対称コセッ
トシグマ模型に対するYB変形について述べる。

2.4.1 主カイラル模型に対するYang-Baxter変形

R-作用素を用いて、主カイラル模型 (2.1.22)のYB変形された作用は以下のように与えられる。

S(η) = −1

2
(ηµν − ϵµν)

∫
M
dτ ∧ dσ tr

(
jµ

1

1− ηR
jν

)
. (2.4.1)

演算子 1/(1− ηR)は 1− ηRの逆演算子であり、RはmCYBEあるいは hCYBEを満たすR-作用素
である。特に光円錐座標では以下のように書ける。

S(η) =
1

2

∫
M
dτ ∧ dσ tr

(
j−

1

1− ηR
j+

)
. (2.4.2)

変形カレント (deformed current)

J± :=
1

1∓ ηR
j± (2.4.3)

を導入すると、作用 (2.4.2)は

S(η) =
1

2

∫
dτ ∧ dσ tr(j−J+) =

1

2

∫
dτ ∧ dσ tr(J−j+) (2.4.4)

と書き直せる。作用 (2.4.1)は標的空間の添字に対して反対称な成分が入っているため、非自明なNS-NS

2形式の背景を含んでいることに注意せよ。
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対称性

変形前の主カイラル模型 (η = 0)には大域的 left対称性と大域的 right対称を持っていた。つまり、
G-主カイラル模型の作用は変換

left symmetry : g 7→ gL · g , gL ∈ G , (2.4.5)

right symmetry : g 7→ g · gR , gR ∈ G (2.4.6)

のもとで不変である。特に左不変カレント jµそのものは大域的 left対称性の元であることがすぐにわ
かる。この意味で、主カイラル模型は “カイラル対称性”GL ×GRを持っている。しかし、YB変形さ
れた作用には左不変カレントに R-作用素が当たった形で含まれているため right対称性 GR が破れ、
対称性はGLのみになる。

運動方程式

運動方程式を求めるために作用の変分として δg = gϵ (ϵ ∈ G)を考える。この変換のもとで左不変
カレント jµの変分は

δjµ = ∂µϵ+ [jµ, ϵ] (2.4.7)

となる。ここで、関係式 δ(g−1) = −g−1(δg)g−1 = −ϵg−1を用いた。この変分の下で作用 (2.4.1)は

δS(η) = −1

2

∫
dτ ∧ dσ tr(Eϵ) (2.4.8)

と変化する。ここで、E は

E := ∂+J− + ∂−J+ − η
(
[R(J+), J−] + [J+, R(J−)]

)
(2.4.9)

と定義される。よってYB変形された主カイラル模型の運動方程式は次の形となる。

E = 0 . (2.4.10)

Lax pair

変形されたカレント J を次のように定義する。

J± :=
1

1∓ ηR
j± . (2.4.11)
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これを用いると、主カイラル模型に対する Lax pairは次のように与えられる。

L(η,c)
± (z;σ) =

(
1± c2η2z

1± z
∓ ηR

)
J±

=
1

1± z

(
1∓ ηz(−c2η ±R)

1∓ ηR

)
j± .

(2.4.12)

実際この Lax pairに対する平坦性条件は運動方程式 (2.4.10)と等価であることがわかる。左不変カレ
ントに対する off-shell平坦性条件は

0 = ∂+j− − ∂−j+ + [j+, j−]

=: Z

= ∂+J− − ∂−J+ − η
(
[R(J+), J−]− [J+, R(J−)]

)
+ [J+, J−]− η2

(
[R(J+), R(J−)]−R([R(J+), J−] + [J+, R(J−)])

)
+ ηR(E) (2.4.13)

であり、mCYBE(2.2.25)を用いると次のよう書ける。

Z = ∂+J− − ∂−J+ − η
(
[R(J+), J−]− [J+, R(J−)]

)
+ (1 + η2c2)[J+, J−] + ηR(E) (2.4.14)

この表記を用いると、Lax pairに対する平坦性条件は次のように評価される。

∂+L(η,c)
− − ∂−L(η,c)

+ +
[
L(η,c)
− ,L(η,c)

+

]
=

1

1− z2
Z +

z

1− z2
(
1− η2c2

)
E − z2

1− z2
[
η2c2Z + (1− η2c2)ηR(E)

]
. (2.4.15)

Z = 0を考慮すると、確かに L(η,c)に対する平坦性条件は運動方程式 (2.4.10)と等価であることがわ
かる。

2.4.2 対称コセットシグマ模型

この節では対称コセットシグマ模型を導入する。対称コセット模型は主カイラル模型と同じく等質
な標的空間を持つ非線形シグマ模型であるが、主カイラル模型との決定的な違いは群作用Gが非自明
な固定部分群H を持ちうるという点である。

まず、Lie代数 Gに対し (外部)自己同型写像 σ : G → Gを定義する。ここで σ は対合 (つまり
σ2 = IdG)でもあるとする。σは自己同型なので、σの固定点の集合H := {h ∈ G |σ(h) = h}は部分
群になる。Gの部分群Hによる剰余類M := G/Hを対称コセット空間 (symmetric coset space)と呼
ぶ。今 Lie群Gを生成する Lie代数を gとし、σから誘導された g上の自己同型写像 σ̃ : g → gを導
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入する。σ̃はやはり対合であるため、その固有値は±1となる。よって gはベクトル空間として次の
ように直和分解できる。

g = h⊕m ,

h := {x ∈ g | σ̃(x) = + 1} , m := {x ∈ g | σ̃(x) = −1} .
(2.4.16)

hは σ̃の固定点の集合であるため、hの生成する空間はH であり、mの生成する空間はM である。σ̃
が自己同型であることを思い出すと、部分空間 hとmは以下の性質を満たすことがわかる。

[h, h] ⊂ h , [h,m] ⊂ m , [m,m] ⊂ h . (2.4.17)

例えば hに grading 0を、mに grading 1を割り振ると上の代数は 2を法として Z2-gradingの構造
を持っている。対称コセットとはこのようなZ2-gradingの構造を持っている剰余類であると言い換え
ることもできる。代表的な対称コセットをTable 2.1に与える。対合 σは基本表現で定義されており、
I1,n := diag(−1,+1, . . . ,+1)である。

M G H σ

Sn SO(n+ 1) SO(n) σ(g) := I1,ngI1,n
AdSn SO(2, n− 1) SO(1, n− 1) σ(g) := I1,ngI1,n
RPn SO(n+ 1) S(O(1)×O(n)) σ(g) := I1,ngI1,n

Table 2.1: 対称コセット空間の例と対応する対合 σ

ここでコセット空間への射影演算子を定義しよう。今 gの内積 〈·, ·〉のもとでの直交基底 T aをとる。
このうち最初の dim(m)個をmの生成子にとると、射影演算子 P : g → mは次のように定義される。

g 3 x 7→ P (x) :=

dim(m)∑
a=1

〈T a, X〉
〈T a, T a〉

T a . (2.4.18)

対称コセットシグマ模型 (symmetric coset sigma model)とは対称コセット空間を標的空間にもつ
非線形シグマ模型である。その作用は次のように与えられる。

S = − 1

2

∫
M
dτ ∧ dσ ηµν tr

(
jµP (jν)

)
= − 1

2

∫
M
dτ ∧ dσ tr(kµk

µ) . (2.4.19)

ここで、内積を tr(·, ·)と取り、左不変カレント jのmへの射影を

kµ := P (jµ) (2.4.20)

と定義した。jµの h成分をAµと定義すると、左不変カレントは次のように分解される。

jµ = P (jµ) +Aµ = kµ +Aµ . (2.4.21)
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対称性

主カイラル模型は大域的なGL × GR-対称性を持っていたが、対称コセットシグマ模型は局所的な
H-対称性を持っている。hに値を取る関数 h : M → mを考えると、局所的な右H-変換は次のように
表される。

g 7→ g · h , g ∈ g , (2.4.22)

⇒ jµ 7→ j′µ = h−1g−1
(
∂µg · h+ g · ∂µh

)
= h−1jµh+ h−1∂µh (2.4.23)

ここで、共変微分Dµを

Dµg := ∂µg − gAµ (2.4.24)

と定義すると、それぞれの場に対する変換則は以下のように与えられる。

Aµ 7→ A′
µ = h−1Aµh+ h−1∂µh ,

kµ 7→ k′µ = h−1kµh ,

Dµg 7→ D′
µg

′ = ∂µg · h+ g ∂µh− gAµh− g ∂µh

= Dµg · h .

(2.4.25)

この変換則を踏まえると、Dνg , kν に対する共変微分は次のように定義するのが自然である。

DµDνg := ∂µDνg − (Dνg)Aν ,

Dµkν := ∂µkν + [Aµ, kν ] .
(2.4.26)

Dµgの定義を思い出すと、jµの h成分 kµは次のように表せる。

kµ = g−1Dµg ⇔ Dµg = gkµ . (2.4.27)

これらの表記を用いると作用 (2.4.19)は

S = −1

2

∫
M
dτ ∧ dσ tr

(
g−1Dµg · g−1Dµg

)
(2.4.28)

と書き直せる。この表式を見ると、作用は変換 (2.4.24), (2.4.25)のもとで不変であることがわかる。
gの物理的な自由度はM = G/H に制限されているので、この意味で (2.4.24)はゲージ変換とみなす
ことができる。以上より、対称コセットシグマ模型はGL ×GR対称性のうち、GRの部分群Hをゲー
ジ化したものと考えることもできる。
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運動方程式

作用 (2.4.19)に対し変分 δg = gϵを取ることにより、次の運動方程式が得られる。

DµD
µg −Dµg · g ·Dµg = 0 . (2.4.29)

これは kµを用いて次のように書き換えられる。

Dµkµ = 0 ⇔ ∂µk
µ + [Aµ, k

µ] = 0 . (2.4.30)

GLに対応するNoetherカレント ǰは次のように与えられる。

ǰµ := −2Dµg · g−1 = −2gkµg
−1 . (2.4.31)

実際、このカレントは保存則

∂µǰ
µ = 0 (2.4.32)

を満たすことが運動方程式を用いて確かめられる。

さらにNoetherカレント (2.4.32)は off-shell平坦性条件を満たすことがわかる。ǰに対する場の強
さを求めると、

∂µǰν − ∂ν ǰµ + [ǰµ, ǰν ] = −2g (Dµkν −Dνkµ) g
−1 (2.4.33)

となるが、右辺は左不変カレントに対する恒等式により消えることがわかる。

0 = ∂µjν − ∂νjµ + [jµ, jν ]

= ∂µkν − ∂νkµ + [kµ, Aν ] + [Aµ, kν ] + ∂µAν − ∂νAµ + [kµ, kν ] + [Aµ, Aν ]

=Dµkν −Dνkµ + ∂µAν − ∂νAµ + [kµ, kν ] + [Aµ, Aν ] (2.4.34)

において、gradingが 1の成分は最初の 2項であるため、この部分が単体で 0となる。以上より、

∂µǰ − ∂ν ǰµ + [ǰµ, ǰν ] = 0 (2.4.35)

が従う。保存則 (2.4.32)と off-shell平坦性条件 (2.4.35)を満たすカレントが存在することがわかった
ため、対称コセット模型に対する Lax pairは主カイラル模型の Lax pair (2.1.23)において jを ǰに置
き換えれば得られる。



37 2. 古典可積分性

Z2-grading構造を利用した Lax pair

主カイラル模型とのアナロジーで得られた Lax pairの他に、対称コセットの gradingが明白な形の
Lax pairを構成することもできる。この構成法は Z4-gradingなどを持つより一般のコセットにも応
用することができる。gradingを見やすくするために以下の記法を導入しよう。

j(0) := A = j − P (j) , j(2) := k = P (j) . (2.4.36)

Lax pairはこれらを用いて次のように与えられる。

L±(z;σ) = j
(0)
± + z±1j

(2)
± . (2.4.37)

これの平坦性条件を示すために、j(0)と j(1)を用いて運動方程式を書き換えよう。運動方程式 (2.4.30)は

∂+j
(2)
− + ∂−j

(2)
+ +

[
j
(0)
+ , j

(2)
−

]
−
[
j
(2)
+ , j

(0)
−

]
= 0 (2.4.38)

と書ける。一方、恒等式 ∂+j− − ∂−j+ + [j+, j−] = 0を gradingごとに書くと、

∂+j
(0)
− − ∂−j

(0)
+ +

[
j
(0)
+ , j

(0)
−

]
+
[
j
(2)
+ , j

(2)
−

]
= 0 ,

∂+j
(2)
− − ∂−j

(2)
+ +

[
j
(0)
+ , j

(2)
−

]
+
[
j
(2)
+ , j

(0)
−

]
= 0

(2.4.39)

であるため、運動方程式の同値な書き方として

∂+j
(2)
− +

[
j
(0)
+ , j

(2)
−

]
= 0 ,

∂−j
(2)
+ −

[
j
(2)
+ , j

(0)
−

]
= 0

(2.4.40)

が得られる。

Lax pair (2.4.37)に対するの場の強さは次のように評価される。

∂+L− − ∂−L+ + [L+,L−] = ∂+j
(0)
− − ∂−j

(0)
+ +

[
j
(0)
+ , j

(0)
−

]
+
[
j
(2)
+ , j

(2)
−

]
+ z−1

(
∂+j

(2)
− + [j

(0)
+ , j

(2)
− ]
)
+ z+1

(
−∂−j(2)+ + [j

(2)
+ , j

(0)
− ]
)
. (2.4.41)

第 1行目は恒等的に消えるため、Lax pairの平坦性条件が運動方程式 (2.4.40)と等価であることが直
ちに確かめられる。

2.4.3 対称コセットシグマ模型のYang-Baxter変形

この節では対称コセットシグマ模型 (2.4.19)のYB変形を議論する。変形された作用は次の通りで
ある。

S(η) = −1

2
(ηµν − ϵµν)

∫
M
dτ ∧ dσ tr

(
jµP ◦ 1

1− ηRg ◦ P
jν

)
(2.4.42)
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ここで、dressed R-作用素Rg は次のように定義されている。

Rg(x) := g−1R(gxg−1)g = Ad−1
g ◦R ◦Adg(x) , x ∈ gC , g ∈ G . (2.4.43)

RはmCYBEもしくは hCYBEを満たすR-作用素である。また、随伴作用Adg : gC → gCは

x 7→ Adg(x) := gxg−1 (2.4.44)

と与えられる。主カイラル模型の時と同様に、後の便利のために変形されたカレント J̃ を定義してお
こう。

J̃± :=
1

1∓ ηRg ◦ P
j± . (2.4.45)

この変形されたカレントを用いると作用 (2.4.42)は次のように書ける。

S(η) =
1

2

∫
M
dτ ∧ dσ tr

(
j−P (J̃+)

)
=

1

2

∫
M
dτ ∧ dσ tr

(
j+P (J̃−)

)
. (2.4.46)

対称性

R-作用素が左不変カレントに作用した時、大域的な left対称性は保たれる一方 right対称性は明らか
に破られる。主カイラル模型の場合はR-作用素がそのまま左不変カレントに作用していたため、GR-

対称性が破れていたことを思い出そう。しかし、今のコンベンションでは対称コセットシグマ模型の
right対称性はゲージ化されているため、これを破ってしまうと模型の可積分性を明らかに破ってしま
う。これを避けるために作用 (2.4.42)ではR-作用素の代わりに dressed R-作用素を用いている。随伴
作用Adgは左不変カレント g−1dgを右不変カレント dgg−1へと移すため、(2.4.42)においてはGL-対
称性が部分群へと破れることがわかる。変形前の対称コセットシグマ模型の持っていた局所的H-対
称性は確かに保たれている。

運動方程式

主カイラル模型のYB変形の時と同様に作用 (2.4.42)は変分 δg = gϵのもとで

δS(η) =

∫
dτ ∧ dσ tr

(
Ẽϵ
)

(2.4.47)

と変化する。ここで Ẽ は

Ẽ := ∂+P (J̃−) + ∂−P (J̃+) +
[
J̃+, P (J̃−)

]
+
[
J̃−, P (J̃+)

]
(2.4.48)

と定義されている。よってYB変形された対称コセットシグマ模型の運動方程式は次の通りである。

Ẽ = 0 . (2.4.49)
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Lax pair

YB変形された対称コセットシグマ模型の Lax pairは次のように与えられる。

L̃(η,c)
± (z;σ) = J̃

(0)
± + z±1

√
1− η2c2 J̃

(2)
± (2.4.50)

jの時と同様に、変形されたカレント J̃ の射影は J̃ (0) := J̃ − P (J̃) , J̃ (2) := P (J̃)と定義されている。
hCYBEに基づいたR-作用素を用いるとき c = 0であるため、Lax pair (2.4.50)は変形前の Lax pair

(2.4.37)において jを J̃ に置き換えたものであることがわかる。

上記のLax pairの平坦性条件が運動方程式 (2.4.49)と等価であることを示そう。jに対する off-shell

平坦性条件 ∂+j − ∂−j+ + [j+, j−] = 0を変形されたカレント J̃ を用いて表すと次のようになる。

Z̃ := ∂+j − ∂−j+ + [j+, j−]

= ∂+J̃− − ∂−J̃+ +
[
J̃+, J̃−

]
+ ηRg(Ẽ)

+ η2
([

Rg(P (J̃+)), Rg(P (J̃−))
]
−Rg

([
Rg(P (J̃+)), P (J̃−)

]
+
[
P (J̃+), Rg(P (J̃+))

]))
= ∂+J̃− − ∂−J̃+ +

[
J̃+, J̃−

]
+ ηRg(Ẽ)− η2c2

[
P (J̃+), P (J̃−)

]
. (2.4.51)

随伴作用Adgは自己同型であるため、RgもやはりmCYBEもしくは hCYBEを満たしていることを
用いた。この条件を各 gradingに分解すると次の関係式を得る。

0 =Z(0) := ∂+J̃
(0)
− − ∂−J̃

(0)
+ +

[
J̃
(0)
+ , J̃

(0)
−

]
+ (1− P )

(
ηRg(Ẽ)

)
+ (1− η2c2)

[
J̃
(2)
+ , J̃

(2)
−

]
0 =Z(2) := ∂+J̃

(2)
− − ∂−J̃

(2)
+ +

[
J̃
(0)
+ , J̃

(2)
−

]
+
[
J̃
(2)
+ , J̃

(0)
−

]
+ P

(
ηRg(Ẽ)

) (2.4.52)

ここで恒等式 (2.4.52)の第 2式を用いると、次の関係が従う。

Ẽ = 0 ⇔ ∂+J̃
(2)
− +

[
J̃
(0)
+ , J̃

(2)
−

]
= 0 and ∂−J̃

(2)
+ −

[
J̃
(2)
+ , J̃

(0)
−

]
= 0 . (2.4.53)

最後に、Lax pair (2.4.50)に対する場の強さは次のように評価できる。

∂+L̃(η,c)
− − ∂−L̃(η,c)

+ +
[
L̃(η,c)
+ , L̃(η,c)

−

]
=Z(0) − (1− P )

(
ηRg(Ẽ)

)
− z+1

√
1− η2c2

(
∂−J̃

(2)
+ −

[
J̃
(2)
+ , J̃

(0)
−

])
+ z−1

√
1− η2c2

(
∂+J̃

(2)
− −

[
J̃
(0)
+ , J̃

(2)
−

])
. (2.4.54)

(2.4.53)の表式を考慮すると、任意の zに対する Lax pairの平坦性条件と運動方程式が同値であるこ
とが従う。



Chapter 3

4次元Chern-Simons理論

Lax pairを用いた可積分性の定式化は on-shell平坦性条件 (2.1.4)とYang-Baxter方程式 (2.2.9)を
用いて行われた。ゲージ理論の立場からこれらの性質を系統的に導き、様々な可積分系を統一する試
みが 4次元Chern-Simons理論 (以下 4次元 CS理論)である [4–8,81]。

3.1 位相的場の理論と可積分格子模型

3次元の Chern-Simons理論は位相的場の理論 (topological field theory)であることが知られてい
る。3次元多様体M3上のChern-Simons理論の作用はゲージ場Aを用いて以下のように与えられる。

SCS3 =
k

4π

∫
M3

tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A

)
. (3.1.1)

量子論的には Chern-Simonsレベル kが整数値を取る限り SCS3 はゲージ不変である。この理論は作
用に計量が入らないため (フレーミングアノマリーを法として)位相的な場の理論である。Aに対する
変分を取ることにより運動方程式

0 = dA+A ∧A =: F (A) (3.1.2)

を得る。これはゲージ不変で位相的な理論であることからも示唆される。Lax pairによる可積分性の
定義が on-shell平坦性条件で与えらえることを思い出すと、運動方程式が接続 d+Aの平坦性条件と
なるChern-Simons理論 (3.1.1)と同じ性質を持つように見える。しかし、可積分系を特徴付けるのに
重要なスペクトラルパラメータ z ∈ CP 1 の構造が通常の Chern-Simons理論には組み込まれていな
い。素朴にはAが値を取る Lie代数 gをループ代数 g⊗C[z, z−1]に拡張するために、新たな座標 zを
導入すれば良いように思える。K. Costello [4]はこれを最も単純な形で実現し、さらにChern-Simons

理論の位相的性質を一部引き継ぐことでYang-Baxter関係式を満たすことを示唆した。その作用は

S =
i

4πℏ

∫
M×C

ω ∧ tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A

)
(3.1.3)

40
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で与えられ、ω = φ(z)dzは正則な複素微分 1形式である。M、Cをそれぞれ “位相平面”(topological

plane)、“正則平面”(holomorphic plane)と呼び座標 (τ, σ)、(z, z̄)が貼られている。作用はゲージ自
由度

A 7→ A+ χdz (3.1.4)

を持つため、ゲージ場Aの成分は

A = Az̄dz̄ +Aτdτ +Aσdσ (3.1.5)

と表せる。複素座標 zに対するゲージ場が存在しないため、理論は正則平面C方向の位相不変性をあ
らわに破っているが、位相平面M方向の微分同相不変性は保たれている。今 ℏは質量次元−1を持っ
ているため、この理論は power-countingにより一見くりこみ不可能に見える。しかし、ゲージ不変な
局所作用素が全て消えるという性質があるため発散を伴う項は全て運動方程式で消えてしまう [4, 5]。
またこれに伴い、ゲージ固定を施したのちに摂動論を展開すると理論が赤外自由になる。さらにM

方向の微分同相不変性を考慮すると、Wilsonラインの期待値が局所的な手続きのみで計算できるとい
う性質がある。1

以下では treeレベル (古典論レベル)の計算により古典 r-行列とYang-Baxter方程式が再現される
か概観しよう。以下では C = Cを考える。計量を ds2 = −dτ2 + dσ2 + |dz|2と固定し、ゲージ固定

gµν∂µAν = − ∂

∂τ
Aτ +

∂

∂σ
Aσ + 4

∂

∂z
Az̄ = 0 (3.1.6)

を施すと、プロパゲータは次のようになる。

〈Aµ(τ, σ, z)Aν(τ
′, σ′, z′)〉 = 4πℏ

i

∑
a

T a ⊗ T a ϵµνρzg
ρσ ∂

∂xσ

(
1

−(τ − τ ′)2 + (σ − σ′)2 + |z − z′|2

)
.

(3.1.7)

ここで T aは Lie代数 gの生成子であり、ϵµνρσ は 4次元の完全反対称テンソルである。Lie群Gの表
現 ρを 1つ定めた時に、Wilsonラインは

W (Kz) = tr

(
Pexp

∫
Kz

A

)
(3.1.8)

と定義される。Figure 3.1.1 (a)のように直交した 2本のWilsonラインの期待値は次のように評価さ
れる。

〈W (K1)W (K2)〉 =1+

∫
dσdτ〈Aτ (τ, σ0, z)Aσ(τ0, σ, z

′)〉+O(ℏ2)

1これに対して、通常の 3次元の Chern-Simons理論は power-countingによりくりこみ可能であるため、このような局
所的な描像は従わない。
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=1+
4πℏ
i

∑
a T

a ⊗ T a

z − z′
+O(ℏ2)

=1+
4πℏ
i
r(z − z′) +O(ℏ2) . (3.1.9)

この r(z, z′) :=
∑

a T
a ⊗ T a/(z − z′)は raitionalクラスの可積分な格子模型に対する古典 r-行列であ

る。Figure 3.1.1 (b)のように交差しない 2つのWilsonラインの期待値は 1になることがわかる。こ
れは 4次元CS理論が赤外自由かつM方向に微分同相不変であることを反映しており、摂動の全ての
次数で成立する。このようなWilsonラインを格子状に配置することにより、可積分格子模型を得る

(a) (b)

τ = τ0

σ = σ0

K1(z) K1(z)

K2(z
′)

K2(z
′)

Figure 3.1.1: Wilsonライン間の相互作用。赤外自由性のため (b)の寄与は 0になる。

ことが出来る。格子模型の可積分性を示すためには頂点上の力学変数 rがYang-Baxter方程式を満た
す必要がある。

M方向の微分同相不変性はWilsonラインを zを変えずに自由に動かして良いことを意味する。つ
まり、期待値

〈
W
(
K1(z)

)
W
(
K2(z

′)
)
W
(
K3(z

′′)
)〉

(3.1.10)

が Figure 3.1.2のどちらの配置でも変わらないことを意味する。ここで経路Kz は正則平面内の座標
を zに固定した位相平面方向に広がった曲線である。Wilsonライン (3.1.10)の非自明かつ leadingの
オーダーは ℏ2であるが、これを Figure 3.1.2の左右それぞれについて評価すると次の関係式を得る。(

1+
4πℏ
i
r12(z − z′)

)(
1+

4πℏ
i
r23(z

′ − z′′)

)(
1+

4πℏ
i
r13(z − z′′)

)
=

(
1+

4πℏ
i
r13(z − z′′)

)(
1+

4πℏ
i
r23(z

′ − z′′)

)(
1+

4πℏ
i
r12(z − z′)

)
+O(ℏ3)
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K1(z) K1(z)K2(z
′) K2(z

′)K3(z
′′) K3(z

′′)

Figure 3.1.2: 3 つのWilson ラインの配置。M 方向の微分同相不変性により左右どちらの配置でも (3.1.10) は変わら
ない。

⇒
[
r12(z − z′), r13(z − z′′)

]
+
[
r13(z − z′′), r23(z

′ − z′′)
]
+
[
r12(z − z′), r23(z

′ − z′′)
]
= 0 .
(3.1.11)

これはまさしく古典Yang-Baxter方程式 (2.2.9)である。

3.2 場の理論の導出

4次元CS理論の枠組みでは 2次元の格子模型は線作用素の格子上に物理的自由度が乗っていた。格
子模型の拡張として素朴に場の理論を取り扱うならば、格子間隔 a→ 0の熱力学極限を取り扱えば良
い。場の理論が局在する 2次元の表面欠陥として、以下の 2つのクラスを考える。

1. Order defect: バルクのゲージ場と結合した新たな自由度を表面欠陥上に導入する。

2. Disorder defect: 複素微分 1形式 ωとして有理型のものを取り、その極上にゲージ場の
自由度を局在させる。

4次元空間M× C の模式図は Figure 3.2.1に示す。
上で述べた熱力学極限は order defectに対応すると考えられる [8]。3.1章でみたように、2次元の

格子模型は z = z0 , z = z1に局在したWilsonラインを位相平面内で直行する格子状に配置すること
で得られた。格子間隔を無限小にする極限では、これらは z = z0 , z = z1に局在した 2種類の表面欠
陥になるはずである。この手続きを踏んで 2次元の場の理論を得ることは興味深い問題ではあるが、
そのような極限操作は慎重に取り扱う必要がある。本論文では以降、order defectを考える際は熱力
学極限というよりはむしろ、2次元の表面欠陥そのものを出発点として議論を行う。
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Figure 3.2.1: 4次元空間M× C の模式図。表面欠陥 z = z1, z2, . . . 上に 2次元の可積分模型が局在する。

disorder defectは格子模型とは全く異なるアプローチの表面欠陥である。このとき有理型 1形式
ωは零点を持つ。Riemann-Rochの定理により、ωの零点/極の位数の和をそれぞれ nz , npとすると
nz −np = 2g− 2という関係がある。ここで gはRiemann面Cの種数である。例えば rationalクラス
模型を扱うときはC = Cであるため g = 0である。さらに Section 3.3の例では位数 1の極が 2つ、位
数 2の極が 1つ、位数 1の零点が 2つであるため、np = 4 , nz = 2となっている。order defectの時、
ゲージ場 Aの自由度はゲージ自由度によって消えていた。しかし disorder defectの場合は極の数が
増えるため、極上で課される境界条件が増えてゲージ変換で消えない自由度が残る。これが disorder

defectから 2次元の可積分な場の理論に簡約したときに残る物理的自由度となる。

ωに零点がある時、Section 3.1で述べた摂動論的な解析はその零点上で破綻することに注意せよ。
なぜならば、作用 (3.1.3)において ω → 0は摂動論における展開パラメータが ℏ → ∞の極限と等価だ
からである。あるいはこの事実はゲージ場Aが ωの極上で特異的な振る舞いをすることを意味する。
そうでなければ ω = 0となる点で作用が縮退し、運動方程式が意味を持たなくなってしまう。disorder

defectは零点や極の上での取り扱いを慎重に行わなければならない一方、境界条件を変形することに
より可積分変形を導出することが出来るなど、豊富な構造を持っている。

[28]において、ordere defectから導出される模型は ultralocalに、disorder defectから導出される
系は non-ultralocalになることが示唆されている。特に、4次元CS理論の作用に含まれるω = φ(z)dz

の φ(z)は可積分模型のツイスト関数に対応している。ツイスト関数とは Lax pairの Poisson括弧に
現れるスペクトラルパラメータ zに依存した関数である。(詳しくは Section 6.1.2を参照せよ。) 以
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下では order defectの視点から 2次元の可積分模型およびその Lax pairが導出される機構を概観す
る。Section 3.3では C が rationalなときに、disorder defect上の境界条件を変形する手順を述べる。
Chapter 4, Chapter 5では disorder defectを、Chapter 6においては order defectの側面を詳しく解
析する。

Order defect

表面欠陥として z = zα (α = 1, . . . , n)に order defectを導入した時の作用は次のように与えられる。

Sorder =
i

4πℏ

∫
M×C

dz ∧ CS(A) +
n∑

α=1

i

2ℏ

∫
M×{zα}

Lα(ϕα;A+|zα , A−|zα) . (3.2.1)

ここで、

CS(A) := tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A

)
(3.2.2)

である。さらに光円錐座標 σ± := (τ ± σ)/2に対応してゲージ場の光円錐座標表示

A± := Aτ ±Aσ (3.2.3)

を導入した。ゲージ固定条件 (3.1.6)において、Cの体積が小さい極限 (gzz̄ → 0)を考えると次のよう
になる。2

gzz̄∂zAz̄ = 0 . (3.2.4)

このゲージ固定条件の元ではゲージ場のプロパゲータは A+A−成分のみを持ち、これが古典 r-行列
を与える。 ∫

dσ+dσ−〈Aa+(z)Ab−(z
′)〉 ∝ ℏ rab(z, z′) . (3.2.5)

Section 3.1と同様に摂動論の treeレベルの解析を行おう。作用 (3.2.1)において特に次の形を仮定する。
n++n−∑

α

Lα(ϕα;A+, A−) =

n+∑
α=1

L α (ϕα;A−) +

n+∑
α=1

L
β
(ϕβ ;A+) , (3.2.6)

L α (ϕα;A−) = L α (ϕα) + Jα
+A− (α = 1, . . . n+) ,

L
β
(ϕβ ;A+) = L

β
(ϕβ) + J̄β

−A+ (β = 1, . . . n−) .
(3.2.7)

今、表面欠陥上の自由度 Jα
−, J

β
+と ϕα, ϕβ を残してバルクのゲージ場の自由度を integrate outする。

プロパゲータが 〈A+A−〉成分しかないため、ゲージ場の 3点バーテックス (∝ ϵµνρAµAνAρ)を含む寄
2このゲージは特異的であるために量子論のレベルでは機能しないが、古典論のレベルの計算では有効な条件である。



3.3 Disorder defectによる可積分変形 46

与は値を持ち得ない。つまり ℏ1のオーダーで効くのは 2つの表面欠陥の間に 1つのプロパゲータが飛
ぶものだけである。よって得られる作用は次のようになる。

Seff
2d =

i

2ℏ

∫
M

 n+∑
α=1

Lα (ϕα) +

n−∑
β=1

Lβ (ϕβ) +

n+∑
α=1

n−∑
β=1

rab
(
zα − z′β

)
Jα
+aJ̄

β
−b

 . (3.2.8)

次に表面欠陥の外の点 z ∈ C\{zα}において次の gCに値をとる 1形式を定義する。

L4d := A+dσ
+ +A−dσ

− . (3.2.9)

ゲージ場に対する運動方程式 ∂+A− − ∂−A+ + [A+, A−] = 0から直ちにこの 1形式が平坦性条件

dL4d + L4d ∧ L4d = 0 (3.2.10)

を満たすことがわかる。L4dからゲージ場Aを integrate outして得られる作用素を L2dと定義する。
当然 L2dも平坦性条件

dL2d + L2d ∧ L2d = 0 (3.2.11)

を満たす。作用を求めた時と同様に treeレベルで寄与するのは z (/∈ {zα})に位置する L4dと zαに位
置する表面欠陥を 1つのプロパゲータが結ぶダイアグラムのみである。よってLは次のように求まる。

L 2d =

n+∑
α=1

Jα
+ (zα) r (zα, z) dσ

+ +

n−∑
β=1

J̄β
− (zβ) r (z, zβ) dσ

− . (3.2.12)

これが on-shellで平坦性条件を満たす (3.2.8)の Lax pairに対応する。

注意すべきなのは、(3.2.8)の運動方程式からL2dの平坦性条件は従うが、逆はその限りでないとい
うことである。極端な例として、Jα

+, J
β
−と ϕα, ϕβ が完全に別の力学変数で書かれていた場合が挙げ

られる。この場合 (3.2.8)の変分を 0に置くことにより、(3.2.11)は従うが、ϕα, ϕβ に関する運動方程
式は平坦性条件 (3.2.8)からは得られない。

3.3 Disorder defectによる可積分変形

F. Delduc, S. Lacroix, M. Magro, B. Vicedoらは 2次元の可積分な場の理論とその可積分変形を系
統的に導出する方法を示した [19]。可積分変形のパラメータは disorder defectに対する 4次元 CS理
論の運動方程式を慎重に取り扱うことで導入することができる。3.3章ではこの手続きを [19]に基づ
きレビューする。
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3.3.1 運動方程式

GC を複素化された半単純 Lie群とし、対応する Lie代数を gC とする。非縮退な対称双線型形式
〈·, ·〉 : gC × gC → Cを、随伴不変であるように定義する。つまり、双線型形式は

〈B, [C,D]〉 = −〈[C,B], D〉 (3.3.1)

を満たす。以下では、M × CP 1 上で定義された gC に値を取るゲージ場 Aを考える。ここでMは
2次元Minkowski空間で、座標と計量は xi = (x0, x1) = (τ, σ)と ηij = diag(−1,+1)で与えられる。
CP 1 := C ∪ {∞}の大域的正則座標は zで書く。この CP 1という幾何が rational classの可積分系を
特徴付けることがわかる。

[19]に従い、4次元 CS理論の作用を

S[A] =
i

4π

∫
M×CP 1

ω ∧ CS(A) (3.3.2)

で与える。3 ここで ω有理型微分 1形式で、

ω := φ(z)dz (3.3.3)

と定義される。φは CP 1上の有理系関数である。注目すべきことに、φは可積分な場の理論のPoisson

構造を特徴付けるツイスト関数と同一視することができる [19, 28]。

以下の議論ではツイスト関数 φの極と零点の構造が重要な役割を果たす。φの極と零点の集合をそ
れぞれ p、zと示す。

CS微分 3形式は通常通り以下のように定義される。

CS(A) :=

〈
A, dA+

2

3
A ∧A

〉
(3.3.4)

Aは gCに値を取る微分 1形式であり、成分では

A = Aσ dσ +Aτ dτ +Az̄ dz̄ (3.3.5)

と表さられる。ここで z成分は常に無視することができることに注意せよ。なぜなら作用 (3.3.2)は、
ωが (1,9)形式であることに起因して、余剰なゲージ対称性

A 7→ A+ χdz (3.3.6)

3作用の全体のファクターは [8]のものと異なっている。作用の実性条件を課し、φ(z)がツイスト関数と同定されるため
にこのように取る必要がある。以降の節ではこの規格化を常に用いるとする。
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を持つからである。このゲージ対称性により、ゲージ条件Az = 0を常に取れる。

ゲージ場Aに関する変分を取ると作用 (3.3.2)は、

δS[A] =
i

2π

∫
M×CP 1

ω ∧ 〈δA, F (A)〉+ i

4π

∫
M×CP 1

dω ∧ 〈A, δA〉 (3.3.7)

と変化する。ここで場の強さ F (A) := dA+A ∧Aを定義し、AがM× CP 1の境界で消えることを
仮定している。変分 (3.3.7)は作用 (3.3.2)の停留点を与える: bulk運動方程式 (以下 bulk EOM)

ω ∧ F (A) =0 (3.3.8)

と boundary方程式 (以下 boundary EOM)

dω ∧ 〈A, δA〉 =0 (3.3.9)

が得られる。ここで、boundary EOM(3.3.9)はM× p ⊂ M×CP 1にのみ台を持つことに注意せよ。
なぜなら、

dω = ∂z̄φ(z)dz̄ ∧ dz

であり、これは φの極のみで値を取る超関数だからである。(3.3.9)を満た境界条件の選び方が可積分
変形の導出に対して肝要である [19]。

bulk EOM(3.3.8)は成分で以下のように表される。

∂σAτ − ∂τAσ + [Aσ, Aτ ] =0 , (3.3.10)

ω (∂z̄Aσ − ∂σAz̄ + [Az̄, Aσ]) =0 , (3.3.11)

ω (∂z̄Aτ − ∂τAz̄ + [Az̄, Aτ ]) =0 . (3.3.12)

ファクター ωは ∂z̄Aσ や ∂z̄Aτ が zに台を持つ CP 1上の超関数である場合も考慮して残されている。

役立つ boundary EOM (3.3.9)の形として、
∑
x∈p

∑
p≥0

(resx ξ
p
xω) ϵ

ij 1

p!
∂pξx〈Ai, δAj〉

∣∣
M×{x} = 0 (3.3.13)

のように書くことができる。ここで ϵij は反対称テンソルである。局所正則座標 ξxは x ∈ p\{∞}に
対し ξx := z − xと定義され、もし pが無限遠点を含む場合は ξ∞ := 1/zである。関係式 (3.3.13)は
明示的に boundary EOMがM× pでのみ零でない値を取ることを示している。
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ゲージ不変性

作用 (3.3.2)のゲージ不変性を議論しよう。

以下の変換を考える。

A 7→ Au := uAu−1 − duu−1 . (3.3.14)

ここで uはM×CP 1上で定義されたGCに値を取る関数である。この変換の下で、場の強さF (A)は

F (A) 7→ F (Au) = uF (A)u−1 (3.3.15)

のように変換する。

off-shellレベルの議論では、作用 (3.3.2)は変換 (3.3.14)のもとで

S[Au] = S[A] +
i

4π

∫
M×CP 1

ω ∧ IWZ [u] +
i

4π

∫
M×CP 1

ω ∧ d〈u−1du,A〉 (3.3.16)

と変換する。IWZ [u]はWess-Zumino (WZ) 3形式であり、

IWZ [u] :=
1

3
〈u−1du, u−1du ∧ u−1du〉 (3.3.17)

と定義される。従って作用 (3.3.2)は

i

4π

∫
M×CP 1

ω ∧ IWZ [u] = 0 , u|p = 1 (3.3.18)

を満たすゲージパラメータ uに対して不変である。変換 (3.3.14)は (3.3.18)を満たすパラメータ uに
よるゲージ変換と見做すことができる。

on-shell レベルでの議論をすると、bulk EOM (3.3.8) は常に変換 (3.3.14) の下で不変であるが、
boundary EOM (3.3.9)は一般に変化しうる。従って 2種類のゲージ変換を考える必要がある。1)変
換A 7→ Auのうち boundary EOMを満たすものを「ゲージ変換」と呼び、2)一般の off-shellゲージ
変換を「形式的なゲージ変換」と呼ぶ。

3.3.2 Lax形式

ここで Lax形式を導入する。

滑らかな関数 ĝ : M× CP 1 → GCを用いて形式的なゲージ変換

A = −dĝĝ−1 + ĝLĝ−1 (3.3.19)
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を考える。これにより常にゲージ条件

Lz̄ = 0 (3.3.20)

を取ることができる。よって 1形式 Lは

L := Lσdσ + Lτdτ (3.3.21)

という形となり、これを Lax形式と呼ぶ。後の議論で、これは 2次元の可積分理論の Lax pairとみな
せることがわかる。

Lax形式 Lを用いると、bulk EOMは

∂τLσ − ∂σLτ+[Lτ ,Lσ] = 0 , (3.3.22)

ω ∧ ∂z̄L = 0 (3.3.23)

と表される。これより ωの零点に極を持つ有理型 1形式であることが従い、つまり zは Lの極の集合
と見做すこともできる。ここで、変換 (3.3.19)はあくまで形式的なゲージ変換であるため、Lax形式
L元々の boundary EOM(3.3.9)を満たさないということに注意せよ。

式 (3.3.19)を作用 (3.3.2)に代入して (3.3.16)を用いると、以下の関係式

S[A] = +
i

4π

∫
M×CP 1

ω ∧ IWZ [ĝ] +
i

4π

∫
M×CP 1

ω ∧ d〈ĝ−1dĝ,L〉 (3.3.24)

が得られる。これはまだ 4次元の作用である。この形から 2次元の作用を得るために、次の節で述べ
る条件を課す必要がある。

3.3.3 archipelago条件による次元簡約

[19]で説明されているように、もし ĝが以下で定義する archipelago条件を満たすならば、作用
(3.3.24)はWZ項を持つ 2次元の作用に簡約することができる。2次元の理論は pの各点に物理的な
自由度を持つ。

ĝに対する archipelago条件を以下の通り定義する。

各点 x ∈ pに対して以下を満たす開円盤 Vx, Ux ({x} ⊂ Vx ⊂ Ux)が存在する。

i) 任意の x, y ∈ pに対し、x 6= yならば Ux ∩ Uy = ϕ、

ii) M×∪x∈pUxの外においては ĝ = 1、
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iii) ĝ|M×Ux は τ, σと動径座標 |ξx| (ξx: 局所正則座標)のみに依存し、

iv) ĝ|M×Vx は τ と σのみに依存、つまり、gx := ĝ|M×Vx = ĝ|M×{x}を満たす。

条件 i)と ii)はゲージ変換によって常に満たすことができるが、iii)と iv)を満たすためには適切な境
界条件を課す必要がある。archipelago条件の意味するところは、LとAが “島”Uxの外では一致して
いて、Uxの中では異なっていても良いということである。より正確には、Lax形式 Lは bulk EOM

によりM× CP 1においては有理型である一方、Aは boundary EOM(3.3.9)を満たすために形式的
なゲージ変換で Ux内で修正されている。

もし ĝが archipelago条件を満たすならば、CP 1上の積分を実行することにより 4次元の作用 (3.3.2)

はWZ項を伴った 2次元の作用に簡約することができる。結果的に得られる作用は

S
[
{gx}x∈p

]
= −1

2

∑
x∈p

∫
M

〈
resx(φL), g−1

x dgx
〉
− 1

2

∑
x∈p

(resx ω)

∫
M×[0,Rx]

IWZ [gx] (3.3.25)

となり、ここでRxは開円盤Uxの半径である。archipelago条件 iii)により、動径方向に関する積分の
み (3.3.25)の第 2項に残っている。

ここで、作用 (3.3.25)はまだ 2次元ゲージ対称性を持っていることに注意せよ。ゲージパラメータ
h : M → Gを伴った変換

gx 7→ gxh , L 7→ h−1Lh+ h−1dh (3.3.26)

のもとで作用 (3.3.25)は確かに不変になっている。これはゲージ固定 (3.3.20)を行ったあとの残った
ゲージ対称性と見做すことができる。

実性条件

4次元の作用 (3.3.2)及び得られた作用 (3.3.25)の実性を保証するために、ωの関数形とAの境界条
件に幾らかの条件を自然に課すことができる [19]。複素座標 zに対して、複素共役 z 7→ zにより対合
µt : CP 1 → CP 1が定義される。今 τ : gC → gCを反線型な対合とする。この時、τ の固定点の集合
が gCの実な部分代数 gである。反線型対合 τ は

〈B,C〉 = 〈τB, τC〉 , ∀B,C ∈ gC (3.3.27)

を満たす。τ に対応する Lie群に対する操作を τ̃ : GC → GCと定める。

これらの対合を導入することにより、作用 (3.3.2)(3.3.25)の実性が保証されるために以下の条件を
課せば良い。

ω =µ∗tω , (3.3.28)
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τA =µ∗tA . (3.3.29)

関係式 (3.3.19)を思い出すと、条件

τ̃ ĝ = µ∗t ĝ , τL = µ∗tL (3.3.30)

を課せば (3.3.29)が満たされることがわかる。

3.3.4 rational処方での η変形された主カイラル模型の導出

例として η変形された主カイラル模型の作用とその Lax pairを導出することを考える。ここでは
rational処方を採用するが、後の便利のために [19]とは leftと rightの対称性を入れ替えて議論する。
すなわち、[19]では left対称性が破られている一方、ここでの議論では [45,51]と同様に right対称性
を破っている。

ツイスト関数 [51, 82]

ω = φ(zL) dzL =
K

1− c2η2
1− z2L

z2L − c2η2
dzL (3.3.31)

から議論を始めよう。ここでKは実定数であり、ηは実の変形パラメータである。そして cはmCYBE

(2.2.25)に現れる定数と後に同定される。Section 2.2.2で述べたように、cの値によりmCYBEは (i)

c = 1 (split型)と (ii) c = i (non-split型)に分類される。特に、我々が興味があるのは Section 2.2.2

で考えたような歪対称なR-作用素であり、つまり、

〈R(X), Y 〉 = −〈X,R(Y )〉 , ∀X,Y ∈ gC (3.3.32)

を満たすものである。

具体性を持たせるために、以下では c = iとする。するとツイスト関数 (3.3.31) は次のようになる。

φ(zL) =
K

1 + η2
1− z2L
z2L + η2

. (3.3.33)

よって有理型 1形式 ω は位数 1の極 p1 = {±iη}と位数 2の極 p2 = {∞}を持ち、位数 1の零点を
z = {±1}に持つ。

ωの極における留数は res−iη ω = res+iη ωという関係を満たしているため、boundary EOM(3.3.13)

は

ϵij〈〈Ai|+iη, δAj |+iη〉〉gC;±iη + (res∞ ω)ϵij〈Ai|∞, δAj |∞〉+ (res∞ ξxω)ϵ
ij∂ξx〈Ai, δAj〉|∞ = 0 (3.3.34)
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と書ける。ここで、〈〈·, ·〉〉gC;±iη : gC × gC → Rは非縮退で対称な随伴不変双線型形式であり、次のよ
うに定義される。

〈〈x, x′〉〉gC;±iη := 2Re
(
(res+iη ω)〈x, x′〉

)
, x, x′ ∈ gC . (3.3.35)

boundary EOM解くために、以下のような条件を置く。

Ai|+iη ∈ gR , (3.3.36)

Ai|∞ = 0 . (3.3.37)

gRは gR := {(R− i)x|x ∈ g}と定義され、Lie代数 gCの部分代数になっていることがわかる。1つ目
の条件 (3.3.36)により (3.3.34)の第 1項が消え、2つ目の条件 (3.3.37)は (3.3.34)の第 2項、第 3行
目を 0にする。境界条件 (3.3.36)は Lie代数の分解 gC = gR ⊕ gを誘導する。ここで組 (gC, gR, g)は
Manin tripleとなる。Manin tripleの定義については Appendix Aを見よ。gRが Lie代数 gCの部分
代数であるという事実は、boundary EOM(3.3.34)を保ちながら archipelago条件 iii)と iv)を満たす
ために極めて重要な役割を果たしている [19]。

4次元のCS理論の運動方程式が ωの零点でも非縮退であるという要請から、Lax形式Lは zの各点
において位数 1の極を持つべきである。従ってLの型として、以下のものを仮定するのが自然である。

L =
V+

zL + 1
dσ+ +

V−
zL − 1

dσ− + U+ dσ
+ + U− dσ

− . (3.3.38)

ここで V±, U± : M → gは滑らかな関数であり、光円錐座標 σ± (2.1.1)は

dσ+ ∧ dσ− = −1

2
dτ ∧ dσ (3.3.39)

を満たす。2次元のゲージ対称性と Lie部分代数 gCに伴う自由度により、archipelago型の場 ĝは

ĝ±iη = g−1 , ĝ∞ = 1 (3.3.40)

と選べる。g : M → Gもやはり滑らかな関数であり、gの実性は適切な条件 (3.3.30)によって保証さ
れる。

Aと Lの間の関係式 (3.3.19)により、

A|±iη = g−1dg +Adg−1 L|±iη , A|∞ = L|∞ (3.3.41)

が従う。ここで随伴作用Adg は

Adg x := g x g−1 , for x ∈ g (3.3.42)
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と定義される。境界条件 (3.3.36)とは (3.3.37)明示的に

(R+ i)Ai|iη = (R− i)Ai|−iη , A|∞ = 0 (3.3.43)

と書くことができる。左不変 1形式 j := g−1dgとRg := Ad−1
g ◦R ◦Adgを導入すると、未知関数 V±、

U±は (3.3.38)、(3.3.41)、(3.3.43)を組み合わせることにより

V± = ∓ η2 + 1

1∓ ηRg−1

∂±gg
−1 = ∓g

(
η2 + 1

1∓ ηR
j±

)
g−1 , U± = 0 (3.3.44)

と決定される。結果的に、Lax形式は次のように与えられる。4

L = g

[
−
(
η2 + 1

1− ηR

)
1

zL + 1
j+ dσ

+ +

(
η2 + 1

1 + ηR

)
1

zL − 1
j− dσ

−
]
g−1 . (3.3.45)

最後に 2次元の作用 (3.3.25)を評価しよう。留数 res±iη(φL)は

res±iη(φL) = ∓ K

2iη
g

(
1∓ iη

1− ηR
j+dσ

+ +
1± iη

1 + ηR
j−dσ

−
)
g−1 (3.3.46)

と計算されるため、ĝ−1dĝ|∞ = 0をふまえると、得られる作用は

S[g] =− K

2

∫
M
dτ ∧ dσ

〈
j−,

1

1− ηR
j+

〉
(3.3.47)

である。作用 (3.3.47)と Lax形式 (3.3.45)は η変形された主カイラル模型 [42, 43]のものと等価であ
ることがわかる。

4この Lax pairは (2.4.12)とゲージ変換で結ばれていることがすぐにわかる。ここでのゲージ変換は 4次元 CS理論の
2次元ゲージ変換ではなく、Lax pairの変換 L′ = g−1Lg + g−1dg である。



Chapter 4

Trigonometric処方による主カイラル模型
の導出

この節は [20]に基づき、trigonometric処方のツイスト関数から始めて η変形した主カイラル模型
を再現する。ここでは、スペクトラルパラメータ zRは円柱上の座標であり、zLでパラメトライズさ
れたCとは異なる幾何である。円柱の幾何は、可積分系の trigonometricクラスの特徴であり、zRと
zLは明確に区別しなければならない [51]。(しかしながら、後述するように両者はある関係を介して
互いに関連している。)

実際、円柱は一対のCP 1に等価である。rational処方を採用する場合, 等価性を見るためには, ゲー
ジ変換されたモノドロミーを別途考慮する必要がある. しかし, trigonometric処方から出発すること
で、スペクトラルパラメータの空間全体を一度に構築して議論することができる.

この解析により、trigonometric処方から出発することで、よく知られている結果を再現できるだけ
でなく、その副産物として新しいタイプのYB変形を発見することができる [20]。

4.1 ツイスト関数

trigonometric処方 [51, 82]における有理型 1形式 ωは以下のように与えられる。

ω =
sinh(α− zR) sinh(α+ zR)

sinhα coshα sinh2 zR
dzR = φc(zR) dzR . (4.1.1)

ここで αは純虚のパラメータである。ツイスト関数 φc(zR)は周期性

φc(zR) = φc(zR + 2πi) (4.1.2)

を持つため、zRの定義域を次のように取る。

C/Z =

{
zR ∈ C

∣∣∣∣− π

2
< Im zR <

3π

2

}
. (4.1.3)

55
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この円柱 C/Zは写像
wR := exp zR (4.1.4)

を用いて C× := C\{0}に写される。これにより (4.1.1)における ωは

ω =
4
(
e2α − w2

R

) (
e2αw2

R − 1
)

(e4α − 1)wR

(
w2
R − 1

)2 dwR = φ(wR) dwR (4.1.5)

のように書き直せる。以下では、wRをRiemann面の大域的正則座標として用いる。

ωの零点と極

(4.1.5)の有理型 1形式 ωは位数 1の零点

z = {e−α, eα,−e−α,−eα} (4.1.6)

を持ち、位数 1の極の集合 p1と位数 2の極 p2はそれぞれ

p1 = {0,∞} , p2 = {−1,+1} , (p = p1 ∪ p2) (4.1.7)

と与えられる。これらの零点と極は Fig. 4.1に示す。各極における留数は次の通りである。

reswR=1 ω = 0 , reswR=1 ξ1 ω = tanhα ,

reswR=−1 ω = 0 , reswR=−1 ξ−1 ω = − tanhα , (4.1.8)

reswR=0 ω = − 2

sinh 2α
, reswR=∞ ω = +

2

sinh 2α
.

ここで局所正則座標は ξ±1 := wR ∓ 1で定義されている。

ωの実性条件

trigonometric 処方における実性条件を考えよう。スペクトラルパラメータが住む Riemann面は
rational処方の時とは異なっているため、取りうる実性条件をより慎重に議論する必要がある。

対合 µtは複素座標 z′R := izRに対する複素共役として課せば良いということがわかる。つまり、

µt : z
′
R → z′R ⇐⇒ zR → −zR ⇐⇒ wR → 1

wR
. (4.1.9)

として定義する。|wR| = 1を満たす点は µtの固定点になっていることに注意せよ。そして µtを用い
て実性条件 (3.3.28)は定義される。この条件は明示的に

ω =

(
sin
(
iα− z′R

)
sin
(
iα+ z′R

)
sin iα cos iα sin2 z′R

dz′R

)
=

sin
(
iα− z′R

)
sin
(
iα+ z′R

)
sin iα cos iα sin2 z′R

dz′R

=µ∗tω

(4.1.10)

と満たされていることがわかる。
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Figure 4.1.1: 座標 zR を持つ C/Zと座標 wR を持つ C×。ω の極を ◦で、零点を ×で示している。

4.2 境界条件

trigonometricクラスの 4次元CS理論 (3.3.2)において、底空間M×CP 1はM×C×に置き換え
られる。しかしながら、bulk EOM(3.3.8)と boundary EOM(3.3.9)の形は変化しない。

(4.1.5)の ωに対して、boundary EOM(3.3.13)は次のようになる。

0 = (reswR=1 ω) ϵ
ij 〈Ai|1, δAj |1〉+ (reswR=1 ξ1ω) ϵ

ij∂ξ1 〈Ai|1, δAj |1〉

+ (reswR=−1 ω) ϵ
ij 〈Ai|−1, δAj |−1〉+ (reswR=−1 ξ−1ω) ϵ

ij∂ξ−1 〈Ai|−1, δAj |−1〉

+ (reswR=0 ω) ϵ
ij 〈Ai|0, δAj |0〉+ (reswR=∞ ω) ϵij 〈Ai|∞, δAj |∞〉 . (4.2.1)

この方程式を満たすための十分条件として、

ϵij〈〈(Ai|1, (∂ξ1Ai)|1) ,δ (Aj |1, (∂ξ1Aj)|1)〉〉t;1 = 0 (4.2.2)

ϵij〈〈
(
Ai|−1, (∂ξ−1Ai)|−1

)
,δ
(
Aj |−1, (∂ξ−1Aj)|−1

)
〉〉t;−1 = 0 , (4.2.3)

ϵij〈〈(Ai|0, Ai|∞),δ(Aj |0, Aj |∞)〉〉h;wR=0,∞ = 0 (4.2.4)

が考えられる。ここで新たな双線型形式がそれぞれ以下の通り定義されている。

〈〈(x, y), (x′, y′)〉〉t;1 := (reswR=1 ω)〈x, x′〉+ (reswR=1 ξ1ω)(〈x, y′〉+ 〈x′, y〉)

= tanhα(〈x, y′〉+ 〈x′, y〉) , (4.2.5)
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〈〈(x, y), (x′, y′)〉〉t;−1 := (reswR=−1 ω)〈x, x′〉+ (reswR=−1 ξ−1ω)(〈x, y′〉+ 〈x′, y〉)

= − tanhα(〈x, y′〉+ 〈x′, y〉) , (4.2.6)

〈〈(x, y), (x′, y′)〉〉h;wR=0,∞ := (reswR=0 ω)〈x, x′〉+ (reswR=∞ ω)〈y, y′〉

= − 2

sinh 2α
(〈x, x′〉 − 〈y, y′〉) . (4.2.7)

これらの境界条件を満たすために、上の方程式にそれぞれ以下の Drinfel’d double (詳しくは Ap-

pendix Aを見よ)を割り振ることを考える。まず wR = −1,+1に対しては

t = (g⋉ {0})⊕ ({0}⋉ gab) (4.2.8)

を、wR = 0,∞に対しては

h := gδ ⊕ gR (4.2.9)

を割り当てる。ここで gabは可換化された gのコピーであり、gδ と gRは

gR := {((R− i)x, (R+ i)x)|x ∈ g} , (4.2.10)

gδ := {(x, x)|x ∈ g} (4.2.11)

と定義されている。さらに実性条件 (3.3.29)を考慮すると結果的に、Aiに対する境界条件は

(Ai|wR=1, (∂ξ1Ai)|wR=1) ∈ {0}⋉ gab , (4.2.12)

(Ai|wR=−1, (∂ξ−1Ai)|wR=−1) ∈ {0}⋉ gab , (4.2.13)

(Ai|wR=0, Ai|wR=∞) ∈ gR , (4.2.14)

である。Manin tripleやDrinfel’d doubleに関する簡易なレビューについては、Appendix Aを見よ。

これらのDrinfel’d doubleを選択することにより確かに boundary EOMが満たされていることがわ
かる。なぜならば、{0}⋉gabと gRはそれぞれ双線型形式 〈〈·, ·〉〉t;±1と 〈〈·, ·〉〉h;wR=0,∞に関して isotropic

な部分空間だからである。つまり、

〈〈(0, y), (0, y′)〉〉t;1 = tanhα(〈0, y′〉+ 〈0, y〉) = 0 , (4.2.15)

〈〈(0, y), (0, y′)〉〉t;−1 = − tanhα(〈0, y′〉+ 〈0, y〉) = 0 , (4.2.16)

〈〈((R− i)x, (R+ i)x), ((R− i)x′, (R+ i)x′)〉〉h;wR=0,∞

=− 2

sinh 2α
〈(R− i)x, (R− i)x′〉+ 2

sinh 2α
〈(R+ i)x, (R+ i)x′〉
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=− 2

sinh 2α

(
〈Rx,Rx′〉 − 〈x, x′〉

)
+

2

sinh 2α

(
〈Rx,Rx′〉 − 〈x, x′〉

)
=0 (4.2.17)

が満たされていることがわかる。(4.2.17)において、R-作用素の歪対称性が用いられている。

加えて、これらの部分空間はそれぞれ tと hの Lie部分代数になっていることが、mCYBE (2.2.25)

によって保証される。これらの条件は archipelago条件を満たし、2次元の作用を導出するのに十分な
条件である。

4.3 Lax形式と2次元の作用

次に、前節でのツイスト関数と境界条件に紐づいた Lax形式と 2次元の作用を同定しよう。

最初に同定すべきは Lax形式 Lである。有理型 1形式 ωは 4つの位数 1の零点 zを持つため、Lax

形式は位数 1の極を zに持つべきである。極の構造を考慮に入れ、Lax形式の型として以下のものを
仮定する。

L+ =
V+wR + V ′

+

e2αw2
R − 1

+ U+ , (4.3.1)

L− =
V−wR + V ′

−
w2
R − e2α

+ U− . (4.3.2)

ここで V±, V
′
±, U± : M → gCは滑らかな関数である。実性条件 (3.3.30)は µtを用いて以下のように

実現される。

τL± = µ∗tL± , τ̃ ĝ = µ∗t ĝ . (4.3.3)

境界条件を (4.2.12)、(4.2.13)、(4.2.14)のように取ることは

A±|wR=+1 = 0 , A±|wR=−1 = 0 , (4.3.4)

(R+ i)A±|wR=0 =(R− i)A±|wR=∞ (4.3.5)

を満たすことと同値である。従って関係式 (3.3.19)を用いると、以下の表式を得る。

ĝ−1∂±ĝ|wR=+1 = ±
V± + V ′

±
e2α − 1

+ U± , (4.3.6)

ĝ−1∂±ĝ|wR=−1 = ±
−V± + V ′

±
e2α − 1

+ U± , (4.3.7)

(R+ i)
[
ĝ(−ĝ−1∂+ĝ − V ′

+ + U+)ĝ
−1
] ∣∣

wR=0
= (R− i)

[
ĝ(−ĝ−1∂+ĝ + U+)ĝ

−1
] ∣∣

wR=∞ , (4.3.8)
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(R+ i)
[
ĝ(−ĝ−1∂−ĝ − e−2αV ′

− + U−)ĝ
−1
] ∣∣

wR=0
= (R− i)

[
ĝ(−ĝ−1∂−ĝ + U−)ĝ

−1
] ∣∣

wR=∞ . (4.3.9)

Drinfel’d double (4.2.9)を選択することにより（複素 Lie群GCではなく）ĝ|wR=0 ∈ Gと取ることが
できるため、2次元のゲージ対称性 g 7→ gh (h ∈ G)を用いると ĝ|wR=0 = 1と取ることができる。さ
らに、条件 τ̃ ĝ = µ∗t ĝは τ̃(ĝ|wR=0) = µ∗t (ĝ|wR=0) = ĝ|wR=∞であることを示しており、つまり

ĝ|wR=0 = ĝ|wR=∞ = 1 (4.3.10)

であることがわかる。他の極については、自由度 g , g̃ ∈ Gを

g := ĝ|wR=+1 , g̃ := ĝ|wR=−1 (4.3.11)

と導入することができる。これは wR = ±1が µtの固定点であるため可能になっている。

gと g̃に対して左不変 1形式を次のように導入する。

j± := g−1∂±g , j̃± := g̃−1∂±g̃ . (4.3.12)

これらを用いると境界条件 (4.3.6)-(4.3.9)は

±
V± + V ′

±
e2α − 1

+ U± = j± , (4.3.13)

±
−V± + V ′

±
e2α − 1

+ U± = j̃± , (4.3.14)

(R+ i)(−V ′
+ + U+) = (R− i)(+U+) , (4.3.15)

(R+ i)(−e−2αV ′
− + U−) = (R− i)(+U−) (4.3.16)

と書き直せる。これらの関係式を解くことにより、

V± = ±(e2α − 1)
j± − j̃±

2
, (4.3.17)

V
′
+ =

1

cothα− iR
(j+ + j̃+) , (4.3.18)

V
′
− = − e2α

cothα+ iR
(j− + j̃−) , (4.3.19)

U± = ± 1∓ cothα

2(cothα∓ iR)
(j± + j̃±) +

1

2
(j± + j̃±) (4.3.20)

が得られる。従って (4.3.1)と (4.3.2)で与えられる Lの各成分は以下の通り表せる。

L+ =
sinhα

2 sinh(zR + α)
(j+ − j̃+) +

1

2

i coth(zR + α) +R

i cothα+R
(j+ + j̃+) , (4.3.21)

L− =− sinhα

2 sinh(zR − α)
(j− − j̃−) +

1

2

i coth(zR − α) +R

−i cothα+R
(j− + j̃−) . (4.3.22)
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これらの表式を組み合わせるとまとめて

L± =± sinhα

2 sinh(zR ± α)
(j± − j̃±) +

1

2

i coth(zR ± α) +R

±i cothα+R
(j± + j̃±) (4.3.23)

=
1

2

√
1 + η2( tanh zR

tanhα )2

1± tanh zR
tanhα

(j± − j̃±) +
1

2

1

1± tanh zR
tanhα

(
1∓

η tanh zR
tanhα (η ±R)

1∓ ηR

)
(j± + j̃±) (4.3.24)

と書ける。ここで変形パラメータ ηは αと

−iη := tanhα (4.3.25)

のように関係付いている。Lax形式 (4.3.23)は確かに実性条件を満たしていることが次のようにわ
かる。

τL =

[
± sinhα

2 sinh(−zR ± α)
(j± − j̃±) +

1

2

i coth(−zR ± α) +R

±i cothα+R
(j± + j̃±)

]
dσ±

=L±(−zR)dσ±

=µ∗tL . (4.3.26)

最後の Lの表式 (4.3.24)は後の議論で有用である。

公式 (3.3.25)を評価することにより変形された作用を導出しよう。導出に必要な幾つかの留数は以
下のように計算できる。

reswR=1 ω ∧ L =dwR ∧ dσ+
[
−1

2
(j+ − j̃+)−

2e2α

e4α − 1

1

cothα− iR
(j+ + j̃+)

]
+ dwR ∧ dσ−

[
1

2
(j− − j̃−) +

2e2α

e4α − 1

1

cothα+ iR
(j− + j̃−)

]
, (4.3.27)

reswR=−1 ω ∧ L =dwR ∧ dσ+
[
1

2
(j+ − j̃+)−

2e2α

e4α − 1

1

cothα− iR
(j+ + j̃+)

]
+ dwR ∧ dσ−

[
−1

2
(j− − j̃−) +

2e2α

e4α − 1

1

cothα+ iR
(j− + j̃−)

]
. (4.3.28)

これらを見ると、U±からの寄与は消えていることがわかる。さらに wR = ±での留数

reswR=±1 ω = 0 , (4.3.29)

を用いると、結果的 2次元の作用が以下の通り得られる。

S[{j, j̃}] =−1

4

∫
M
dτ ∧ dσ

[〈
j+ − j̃+, j− − j̃−

〉
+

2e2α

e4α − 1

〈
j+ + j̃+,

2

cothα+ iR
(j− + j̃−)

〉]
.

(4.3.30)
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変形パラメータ ηの言葉でいうと、上の作用は

S[{j, j̃}] =− 1

4

∫
M
dτ ∧ dσ

[〈
j+ − j̃+, j− − j̃−

〉
+ (1 + η2)

〈
j+ + j̃+,

1

1 + ηR
(j− + j̃−)

〉]
(4.3.31)

と書くことができる。

4.4 j̃と jの関係付け

ここまでの議論で、得られた Lax形式と 2次元の作用は jと j̃を用いて書かれていた。良く知られ
た模型を再現するために、jと j̃の間にある関係を課すことを考えよう。この関係式の選び方にはい
くらかの任意性があり、異なる jと j̃の関係付けは異なった作用を導くことがわかる。

まずは作用 (4.3.31)が jと j̃の交換の元で不変であることに注意されたい。この事実は関係式 j̃ = f(j)

がZ2-gradingを持ち、すなわち f(f(j)) = jを満たせば整合的に拘束 j̃ = f(j)を導入できることを意
味している。以下では jと j̃の具体的な関係について議論する。j̃は g̃で構成された左不変 1形式な
ので off-shellの平坦性条件

∂+j̃− − ∂−j̃+ + [j̃+, j̃−] = 0 (4.4.1)

が満たされていなければならない。まとめると、関係式 j̃ = f(j)は f ◦ f = 1を満たし、j̃が off-shell

平坦性条件を満たすために f は自己同型写像でなければならない。

自明な関係式1

i) j̃ = j (4.4.2)

は確かに上記の条件を満たしている。これは任意の Lie代数 gに対して適用可能であり、η変形され
た主カイラル模型の作用 (3.3.47)を再現することを後に見る。

あるいは半単純 Lie代数 gに対しては、別の j̃の取り方を考えることができる。Cartan標準形の g

の交換関係は以下のように与えられる。

[Ha,Hb] = 0 , (a, b = 1, 2, . . . , r) ,

[Ha, Eα] = α(Ha)Eα , [Eα, E−α] = α(Ha)Ha ,

[Eα, Eβ ] = Nα,βEα+β (β 6= −α) . (4.4.3)

1一見 j̃ = −j という選択も Z2-gradingを持つ良い関係付けに見えるが、f = −1は自己同型でなく、j̃ が平坦性条件を
満たせないので許されないことがわかる。
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ここでHaは gの Cartan部分代数の生成子である。重要な点は交換関係 (4.4.3)は以下の変換の下で
不変であるということである。2

E±α 7→ exp (λ±α)E±α , Ha 7→ Ha (λ±α ∈ C) , (4.4.4)

ここで導入されたパラメータ λαは

λα + λβ = λα+β , λα + λ−α = 0 . (4.4.5)

を満たすものである。例えば、
λα = −ikαπ (kα ∈ Z) . (4.4.6)

と書けるものは対合となることがわかる。(4.4.5)と (4.4.6)を満たす写像 λ : Cr → Cを実現する方法
はいくらか考えられる。このような写像の具体的な構成方法の一例はAppendix Bで述べる。

(4.4.4)の元での代数の不変性を用いると、(4.4.2)とは異なる配位として、

ii) j̃ = exp(πΣ) j (4.4.7)

を考えることができる。ここで Σ : gC → gCは

Σ(Eα) = −ikαEα , Σ(Ha) = 0 (4.4.8)

と定義される。指数写像 (4.4.7)は (4.4.4)において (4.4.6)という選択をすることに対応している。こ
の時、確かに j̃は jと同様に平坦性条件 (4.4.1)を満たし、Z2の構造を持つ。

j = exp(πΣ) ◦ exp(πΣ) j . (4.4.9)

kαが偶の空間と奇の空間にそれぞれ grading 0と 1を割り振ることで、交換関係 (4.4.3)はZ2-grading

を持っている。

i) j̃ = jを満たす解

まず j̃ = jの配位を考えよう。この場合、Lax pair (4.3.21)、(4.3.22)は

LR
+(wR) = +

2

e2αw2
R − 1

1

cothα− iR
j+ +

1− cothα

cothα− iR
j+ + j+ ,

LR
−(wR) =− 2

e−2αw2
R − 1

1

cothα+ iR
j− − 1 + cothα

cothα+ iR
j− + j−

(4.4.10)

2これに近い形の指数写像は別の文脈 [83]でも議論されている。



4.4 j̃と jの関係付け 64

となる。zRを用いると、Lax pair (4.4.10)はさらに以下のように書き直せる。

LR
±(zR) =

i coth(zR ± α) +R

±i cothα+R
j±

=
1

1± tanh zR
tanhα

(
1∓

η tanh zR
tanhα (η ±R)

1∓ ηR

)
j± . (4.4.11)

この表式はまさにスペクトラルパラメータ λR = tanh zR/ tanhαと変形パラメータ ηを持つ、η変形
された Lax pair [43]である。Lax pair (4.4.11)は周期性

LR(zR + πi) = LR(zR) (4.4.12)

を持っていることがわかる。この Lax pairに伴う作用は (4.3.31)において j̃ = jと置くことで以下の
ように得られる。

S[g] =(1 + η2)

∫
M
dσ ∧ dτ

〈
j−,

1

1− ηR
j+

〉
. (4.4.13)

これは再び η変形された主カイラル模型 [42, 43]の作用 (3.3.47)と同じものである。

su(2)の場合 例として、Lie代数 g = su(2)の場合を考えよう。su(2)の生成子 T a (a = 1, 2, 3)を以
下のように導入する。

[T a, T b] = εabc T c , Tr
(
T aT b

)
= −1

2
δab . (4.4.14)

εabcは完全反対称テンソルで ε123 = +1と規格化されている。左不変 1形式 jは

j± = j+±T
− + j−±T

+ + j3±T
3 (4.4.15)

と成分表示することができる。ここで T±は T 1と T 2の線型結合で

T± =
1√
2

(
T 1 ± iT 2

)
, [T+, T−] = 2iT 3 , [T±, T 3] = ±iT± (4.4.16)

と定義される。今R-作用素としてDrinfel’d-Jimbo型 (2.2.30)のものを考えよう。Lie代数 su(2)に対
しては

R(T±) = ∓iT±, R(T 3) = 0 (4.4.17)

と与えられる。すると Lax pair (4.4.11)は明示的に

LR
±(zR) =

sinhα

sinh(α± zR)

[
T−e−zRj+± + T+e+zRj−± +

cosh(α± zR)

coshα
T 3j3±

]
(4.4.18)
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と書き表される。Lax pair (4.4.18)は [51]の (4.22)と同じ表式である。

この Lax pairは rational処方の Lax pair (3.3.45)と gauge変換

LR(zR) = g−1LL(zL)g + g−1dg (4.4.19)

で関係付いている。ただし、スペクトラルパラメータ zLと zRの関係は以下の通りである。

wR = exp zR ,
1

w2
R

=
zL + iη

zL − iη
(4.4.20)

exp(−2zR) =
zL + iη

zL − iη
. (4.4.21)

詳しくは Section 4.5で述べる。

ii) j̃ = exp(πΣ) jを満たす解

次に j̃ = exp(πΣ) jの配位を考えよう。この場合、Lax pair (4.3.24)は

LR
±(zR) =

1

2
(
1± tanh zR

tanhα

) (1∓ η tanh zR
tanhα (η ±R)

1∓ ηR
+

1

cosh zR

)
j±

+
1

2
(
1± tanh zR

tanhα

) (1∓ η tanh zR
tanhα (η ±R)

1∓ ηR
− 1

cosh zR

)
exp(πΣ)j± (4.4.22)

という形をとる。この時、Lax pair (4.4.22)の周期性は

LR
±(zR + 2πi) = LR

±(zR) (4.4.23)

であり、(4.4.12)の倍の周期性を持つことに注意せよ。

2次元の作用 (4.3.31)を書き直すために、左不変 1形式 j±を次のように展開する。

j± =
∑
a

ja±Ha +
∑
α>0

(
jα±Eα + j−α

± E−α

)
. (4.4.24)

この展開を (4.3.31)に代入し、Drinfel’d-Jimbo型のR-作用素 (2.2.30)

R(E±α) = ∓iE±α , R(Ha) = 0 , (4.4.25)

を用いると、作用

S[g] =

∫
M
dσ ∧ dτ

( ∑
α,α′>0
kα:odd

〈
jα+Eα+j

−α
+ E−α, j

α′
− Eα′+j−α′

− E−α′

〉
+ (1 + η2)

∑
a

〈
ja+Ha, j

a
−Ha

〉



4.4 j̃と jの関係付け 66

+
∑

α,α′>0
kα:even

(
(1 + iη)

〈
j−α
+ E−α, j

α′
− Eα′

〉
+ (1− iη)

〈
jα+Eα, j

−α′
− E−α′

〉))

=

∫
M
dσ ∧ dτ

(
〈j+, j−〉+ η2

∑
a

〈
ja+Ha, j

a
−Ha

〉
− iη

∑
α,α′>0

(〈
jα+Eα + j−α

+ E−α,
exp(πΣ) + 1

2
(j−α′

− E−α′ − jα
′

− Eα′)

〉))
(4.4.26)

が得られる。ここで、Cartan標準形の生成子が双線型形式 〈·, ·〉に対し

〈Eα, Eβ〉 = δα+β,0 . (4.4.27)

を満たすことを用いた。作用 (4.4.26)の 2行目において、(exp(πΣ) + 1)/2 kαが偶数であるような空
間への射影であることに注意されたい。

作用 (4.4.26) をR-作用素の言葉で書いておくと扱いやすい。このために、関係式(
1

1− η R
+

1

1 + η R

)
j± =

2

1 + η2

∑
α>0

(
jα±Eα + j−α

± E−α

)
+ 2

∑
a

ja±Ha (4.4.28)

を用いる。上の表式 (4.4.26)は以下のように書き直される。

S[g] =
1 + η2

2

∫
M
dσ ∧ dτ

[〈
j+,

1

1 + ηR
j−

〉
+

〈
j+,

1

1− ηR
j−

〉]
− η

∫
M
dσ ∧ dτ

〈
j+,

exp(πΣ) + 1

2
Rj−

〉
. (4.4.29)

系 (4.4.29)の可積分性は 4次元 CS理論によるこの構成方法により保証されている。可積分性の直接
的な証明は Appendix Cをみよ。Σと Rは定義により歪対称な作用素であるので、B 場の寄与は作
用 (4.4.29)の第 2項のみから現れる。注目すべきことに、この作用は通常の YB変形されて主カイ
ラル模型のものとは異なり、従ってこの変形は新型の YB変形であると言える。通常、YB変形には
1/(1 − ηR)という 1つの因子のみが含まれるが、加えて 1/(1 + ηR)の因子も含まれている。YB変
形の計量は η2の形でのみ変形パラメータに依存するため、この作用から得られる標的空間の計量は
通常のものと同一である。しかしながら、B場との結合は新たな要素Σが含まれていることにより異
なっている。

(4.4.13)と (4.4.29)の全体にかかっているファクターを比較することは興味深い。(4.4.13)には余分
なファクター 2が (4.4.29)に対してかかっていることがわかる。仮に解 i)を 2つの 1/(1 − ηR)によ
る変形とみなすならば、このファクター 2は自然に説明できる。つまり、解 i)に対しては

2

1− ηR
=

1

1− ηR
+

1

1− ηR
, (4.4.30)
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とみなす一方、解 ii)においてはこれらのうち 1つが 1/(1 + ηR)に置き換わっている。この性質は “

カイラリティ”と呼ぶにふさわしい性質である。

su(2)の場合 具体的に、g = su(2)の場合に Lax pairと作用の表式を与えよう。この場合、作用素
ΣはmCYBE(2.2.25)に現れる R-作用素と同一視することができる。なぜならば、Lie代数 su(2)は
偶数の kαj を非Cartanの生成子を持たないからである。j̃ = exp(πR) jに対する Lax pairは (4.3.23)

を用いることにより以下のように求められる。

LR
+(wR) =

1

e2αw2
R − 1

[
(e2α − 1)(j++T

− + j−+T
+)wR + 2 tanhα j3+T

3
]
+ tanhα j3+T

3

=
(e2α − 1)wR

e2αw2
R − 1

(j++T
− + j−+T

+) +
(e2αw2

R + 1)

(e2αw2
R − 1)

(e2α − 1)

(e2α + 1)
j3+T

3 , (4.4.31)

LR
−(wR) =

1

w2
R − e2α

[
−(e2α − 1)(j+−T

− + j−−T
+)wR − 2e2α tanhα j3−T

3
]
− tanhα j3−T

3

= −(e2α − 1)wR

w2
R − e2α

(j+−T
− + j−−T

+)−
(w2

R + e2α)

(w2
R − e2α)

(e2α − 1)

(e2α + 1)
j3−T

3 . (4.4.32)

これらは zR = logwRを用いて書くと、

LR
±(zR) =

sinhα

sinh(α± zR)

[
T−j+± + T+j−± +

cosh(α± zR)

coshα
T 3j3±

]
(4.4.33)

と表される。作用も同様に得ることができる。

S[g] = −
∫
M
dτ ∧ dσ ηij

[
Tr(jijj)− 2η2Tr(T 3ji)Tr(T

3jj)
]
. (4.4.34)

Lax pair (4.4.33)と作用 (4.4.34)は squashed S3 (潰された S3)を標的空間にもつシグマ模型 [52, 84]

のものである。

最後に上で述べた作用がダイポール型に書けることを示す。変形されたカレントを

JL±
τ =

1

2
g ·
(

1 + η2

1∓ η R
j+ +

1 + η2

1± η R
j−

)
· g−1 , (4.4.35)

JL±
σ =

1

2
g ·
(

1 + η2

1∓ η R
j+ − 1 + η2

1± η R
j−

)
· g−1 (4.4.36)

と定義する。R-作用素が (4.4.17)のように振る舞うことを思い出すと、これらの変形されたカレント
は以下のように書ける。3

J
L±
i = ji − 2η2Tr

(
jiT

3
)
g · T3 · g−1 ∓ η εij∂

j(g · T3 · g−1) , (4.4.37)

3ここでの J
L±
i は [51]における j

L±
µ に対応している。
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ここで εij は ετσ = 1と規格化された反対称テンソルである。(4.4.37)を用いると、

S[g] =
1

1 + η2

∫
M
dτ ∧ dσ ηij Tr

(
J
L+
i J

L−
j

)
(4.4.38)

という表式を得る。

4.5 Left-right双対性

この節では、η変形された主カイラル模型の left-right双対性について 4次元CS理論の立場から議
論する。

先に言及したように、座標wRで貼られる空間は zLのものとは異なる。しかしながら、これらのス
ペクトラルパラメータはあるMöbius変換で関係付いている [51]。

1

w2
R

=
zL + iη

zL − iη
. (4.5.1)

実際、変換 (4.5.1)は rational処方のツイスト関数 (3.3.31)から trigonometric処方のツイスト関数
(4.1.5)へと次のように写像する。

ω =
1− z2L
z2L + η2

dzL =
4
(
e2α − w2

R

) (
e2αw2

R − 1
)

(e4α − 1)wR

(
w2
R − 1

)2 dwR . (4.5.2)

ここで変形パラメータの関係式 η = i tanhαを用い、全体の規格化定数を簡単のためK = 1 + η2と
置いている。変換 (4.5.1)は元来、squashed S3のシグマ模型における left-right双対性を示すために
見出されたものである [51]。

変換 (4.5.1)はwRの 2乗を含むため、wRのパラメータ領域を注意して扱わなければならない。(4.5.1)
を wRについて解くと、

wR =


(
zL++iη

zL+−iη

)−1/2
(RewR > 0)

−
(
zL−+iη

zL−−iη

)−1/2
(RewR < 0)

(4.5.3)

となる。この写像の意味するところは、zL± でパラメトライズされるそれぞれの Riemann面におい
て、+iηと−iηの間に branch cutが存在するということである。つまり、座標wRを持つCP×(ある
いは zRでパラメトライズされる円柱)は、座標 zL± を持つ 2つのCP 1を branch cutを通して張り合
わせたものと見なせる。[51]において、この大域的なスペクトラルパラメータの描像を用いることに
より、su(2)のアファインチャージ代数のレベルでも left-right双対性が明らかになった。

trigonometric処方の Lax pair (4.4.10)を使うと。モノドロミー行列は次のように与えられる。

TR(wR) := P exp

(∫ ∞

−∞
dσLR

σ(σ;wR)

)
. (4.5.4)
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記号 Pは通常の経路順序積である。Lax pairの τ 成分、σ成分は (2.1.3)と同様に

LR
τ =

1

2
(LR

+ + LR
−) , LR

σ =
1

2
(LR

+ − LR
−) (4.5.5)

と与えられることを思い出されたい。ここで左不変 1形式 jは空間無限遠で 0になるという境界条件
を課している。TR(wR)を wR = 0と∞の周りでモノドロミーを展開することにより、量子アファイ
ン代数 Ûq(gR)の生成子を得ることができる [82]。モノドロミー行列の (あるいは保存チャージの)の
レベルでの、rational処方と trigonometric処方の間の大域的な等価性はこれらの展開を用いることに
より示される [51]。

Lax pairのレベルでの局所的な等価性も言及しておく価値があるだろう。つまり、Lax pair (4.4.11)

は、rational処方の Lax pair (3.3.45)と通常のゲージ変換

LR
± =

zL+
zL+ ± 1

(
1∓ η(η ±R)

zL+(1∓ ηR)

)
j±

=g−1 · LL+
± (zL+) · g + g−1∂±g (4.5.6)

で結びついている。ここで、スペクトラルパラメータの間の関係は

zL+ =
tanhα

tanh zR
(4.5.7)

と与えられている。特筆すべきは zRのパラメータ領域の半分

−∞ < Re zR <∞ , −π
2
< Im zR <

π

2
(4.5.8)

のみが覆われていることである。一方、パラメータ zL+ は Cの全領域を覆っている。

ここまでの議論は解 i)に関するものであった。解 ii)は新型の YB変形を与えているため、より慎
重にパラメータの変換を考える必要がある。さらに新型YB変形された作用は元の理論とは異なるた
め、left処方に対応するものが存在するかも自明ではない。これは今後の課題である。

4.6 SU(2)の特殊性

Section 4.4では一般の半単純 Lie代数 gを取り扱ったが、ここでは特に g = su(2)の場合に成り立
つ性質を議論する。SU(2)の場合、2つの解 i) j̃ = jと ii) j̃ = exp(πΣ)jは局所的に等価であること
がわかる。なぜならそれぞれ得られる作用 (4.4.13)と (4.4.29)は全微分項を除いて一致するからであ
る。したがって、解 i)と解 ii)の間には何らかの関係性があることが期待されるだろう。実際これは正
しく、2つの解は 4次元の意味で特異な (singular)ゲージ変換を通して結びついていることを述べる。
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(4.4.18)における Lax pair LRi)
± (zR)は (4.4.33)の Lax pair LRii)

± (zR)と互いにゲージ変換

LRii)
± (zR) = g−1

(+) · L
Ri)
± (zR) · g(+) + g−1

(+)∂±g(+) (4.6.1)

で移り変われることが直ちにわかる。ここで、g(±) ∈ su(2)Cは

g(±) = exp(∓i(logwR)T3) (4.6.2)

と定義される。

変換 (4.6.1)はLRii)(zR)からLRi)(zR)への g−1
(±)を用いた形式的なゲージ変換であると見なせる。よっ

てそれぞれの Lax pairに対する bulk EOMは変化しないものの、課された境界条件は当然異なるも
のである。これを境界条件のツイストとして明示的に見るために、ḡ ∈ SU(2)Cを用いて Lax pairを

LR = ḡ−1dḡ (4.6.3)

と表現しよう。特異的なゲージ変換を許すならば、いつでもこの形で表すことが可能である。何故な
ら、bulk EOMはLRがピュアゲージであることを意味しているからである。g−1

(+) = exp(i(logwR)T3)

による形式的なゲージ変換は、変換

ḡ 7→ ḡ′(+) = ḡg(+) = ḡ exp(−i(logwR)T3) (4.6.4)

と z成分に関するゲージ変換 (3.3.6)を行うことで実現される。境界条件 (4.3.4)を思い出すと、

ĝ−1∂±ĝ|wR=+1 = LR
±|wR=+1 = ḡ−1∂±ḡ|wR=+1 , (4.6.5)

ĝ−1∂±ĝ|wR=−1 = LR
±|wR=−1 = ḡ−1∂±ḡ|wR=−1 (4.6.6)

であることがわかる。もし、ḡ−1dḡが boundary EOMの解 i)であるならば、

ḡ−1∂±ḡ|wR=+1 = ḡ−1∂±ḡ|wR=−1 , (⇔ j̃ = j) (4.6.7)

であるので、この時 ḡ′−1
(+)dḡ

′
(+)は

ḡ′−1
(+)∂±ḡ

′
(+)|wR=+1 = exp

(
πR
)
ḡ′−1
(+)∂±ḡ

′
(+)|wR=−1 , (⇔ j̃ = exp(πR)j) . (4.6.8)

であり、確かにこれは解 ii)である。

以上より、4.4の解 i)と ii)はトポロジカルには等価ではないが、su(2)の場合これらの配位はwR =

0,∞で特異的な形式的ゲージ変換で結ばれているという結論を得る。



Chapter 5

コセット模型及びそのYang-Baxter変形

前節では構造群がそのまま背景時空になる主カイラル模型に着目して、その YB変形を 4次元 CS

理論の立場から議論してきた。主カイラル模型では扱えない背景時空を取り扱える模型として、対称
コセットシグマ模型がある。対称コセットとはある Lie代数の Z2-gradingに着目して構成された商群
であり、対称コセットシグマ模型はそれを背景時空にもつシグマ模型である。また、この対称コセッ
トの拡張として Z4-gradingを持つ Lie superalgebra su(2, 2|4)に基づいた supercosetに値をとるシグ
マ模型は、Green-Schwarz形式の AdS5×S5超弦理論を記述することが知られている [85]。この節で
は [21]に基づき、これらのコセット構造やその可積分変形が 4次元CS理論にどのように組み込まれ
るかを議論する。

5.1 対称コセットシグマ模型

この節では、対称コセットシグマ模型とその homogeneous型 Yang-Baxter変形を 4次元 CS理論
(3.3.2)の立場から導出する。この議論は [19, 20]の内容のある種の一般化と言える。対称コセット自
体については [8]においても異なった視点から言及されている。

対称コセット

Lie群 Gとその部分群H を考え、それぞれに対応する Lie代数を g、hと書く。今、Lie代数 gが
Z2-gradingを持つと仮定する。つまり、gはベクトル空間として分解 g = h⊕mを持ち、以下の交換
関係を満たしている。

[h, h] ⊂ h , [h,m] ⊂ m , [m,m] ⊂ h . (5.1.1)

この時、mは商群 G/H の生成子の張るベクトル空間になっている。この商群 G/H を対称コセット
と呼ぶ。

71
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ツイスト関数

対称コセットシグマ模型のツイスト関数は次のように与えられる。1

ω = φc(z) dz =
16Kz

(z − 1)2(z + 1)2
dz (5.1.3)

ここでは [86]の表記に従っている。有理型 1形式 ωは確かに実性条件 (3.3.28)を満たしている。φc(z)

の極と零点の集合は

p = {±1} , z = {0,∞} (5.1.4)

である。これらの極は全て位数 2の極であり、零点は位数 1である。後に見るように、ツイスト関数
(5.1.3)は対称コセット模型に対して用いられるのみでなく、その homogenesous YB変形も同じツイ
スト関数から導出される。

境界条件

2次元の可積分模型を同定するために、boundary EOM

ϵij〈〈(Ai, ∂ξpAi), δ(Aj , ∂ξpAj)〉〉p = 0 , p ∈ p (5.1.5)

の解を 1つ選ぶ必要がある。ここでの 2重括弧は

〈〈(x, y), (x′, y′)〉〉p := (resp ω)〈x, x′〉+ (resp ξpω)
(
〈x, y′〉+ 〈x′, y

〉
)

= 4pK
(
〈x, y′〉+ 〈x′, y〉

)
(5.1.6)

と定義されている。boundary EOM(5.1.5)の形は主カイラル模型の時と同様であることがわかる。

以下では 2つのクラスの解を考える。対合 µtの固定点 z = ±1と実性条件 (3.3.28)、(3.3.29)を仮
定すると、A|z=±1と ∂zA|z=±1は実 Lie代数 gに値を取ることに注意せよ。

一つ目のクラスとして

i) (A|z=1, ∂zA|z=1) ∈ {0}⋉ gab , (A|z=−1, ∂zA|z=−1) ∈ {0}⋉ gab (5.1.7)

1ツイスト関数 (5.1.3)はスペクトラルパラメータの変換

z =
1 + z′

1− z′
(5.1.2)

により、スペクトラルパラメータを z′ とした主カイラル模型のものになる。この変換式が branch cutを持たないという事
実は、これらがともに rational処方に基づいていることを示している。
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が考えられる。ここで {0}⋉ gabはアーベル化された gのコピーであり、つまり

{0}⋉ gab := {(0, x) |x ∈ g} (5.1.8)

と定義される。この配位は明らかに boundary EOMの解になっており、対称コセットシグマ模型へ
と帰着するとを後に見る。

2つ目のクラスは

ii) (A|z=1, ∂zA|z=1) ∈ gR , (A|z=−1, ∂zA|z=−1) ∈ gR̃ (5.1.9)

で与えられる。ここで gR及び gR̃は

gR := {(2ηR(x), x) |x ∈ g} , gR̃ := {(−2ηR̃(x), x) |x ∈ g} (5.1.10)

と定義されている。線形作用素R : g → gは hCYBE (2.2.24) を満たすものである。他方のR-作用素
R̃ : g → gは

R̃ := f ◦R ◦ f (5.1.11)

と定義される。ここで f : g → gは Z2-gradingを持つ gの自己同型写像である。この写像の明示的な
表示は後の (5.1.22)にて与える。(5.1.22)における f に対して、Rが hCYBE(2.2.24)の解であるなら
ば R̃もやはり hCYBEを満たすことが示される。さらに言うと、hCYBEのおかげで gRは g⋉ gabの
部分代数になっており、R、R̃の歪対称性はこの配位が boundary EOM(5.1.5)の解であることを保証
している。境界条件 (5.1.9)の選択は homogeneous bi-YB変形のものに動機付けられているとも言え
る。(詳細はAppendix Gをみよ。) Appendix Aで述べられているように、1つ目の配位 i)と 2つ目
の配位 ii)は β-変換で結ばれていることがわかる。

Lax形式

シグマ模型の作用を導出するまえに、以下で用いられる記法をまとめておこう。ツイスト関数 (5.1.3)

の各極に対して ĝを

ĝ(τ, σ, z)|z=1 = g(τ, σ) , ĝ(τ, σ, z)|z=−1 = g̃(τ, σ) , (5.1.12)

ととる。ただし、g , g̃ ∈ Gである。実性条件 (3.3.30)により、gや g̃は (GCではなく)実 Lie群Gに
値を取る。関連する左不変カレントは

j := g−1dg , j̃ := g̃−1dg̃ (5.1.13)
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と定義される。各極におけるゲージばと Lax形式の関係は以下のように与えられる。

A|z=1 = −dgg−1 +AdgL|z=1 , A|z=−1 = −dg̃g̃−1 +Adg̃L|z=−1 . (5.1.14)

ツイスト関数 (5.1.3)も零点の配置から、Lax形式に対して以下の仮設を置くことができる。

L = (U+ + z V+)dσ
+ + (U− + z−1 V−)dσ

− (5.1.15)

ここで、U± , V± ∈ gは σ , τ の未定関数で、光円錐座標は (2.1.1)(2.1.3)で与えられる。後に見るよう
に Lax形式の仮設 (5.1.15)は 2つのクラス i) ii)ともに扱うことができる。

i) 対称コセットシグマ模型

まずクラス i)が対称コセットシグマ模型を記述することをみよう。

境界条件 (5.1.7)の下、(5.1.14)の関係式は

j± = U± + V± , j̃± = U± − V± (5.1.16)

と書き直せる。これらの方程式を U±と V±について解くと、

U± =
j± + j̃±

2
, V± =

j± − j̃±
2

(5.1.17)

となる。結果的に、Lax pairは

L± =
j± + j̃±

2
+ z±1 j± − j̃±

2
. (5.1.18)

表される。次に φc Lの z = ±1における留数を評価すると、
resz=1(φc L) = 4K(V+dσ

+ − V−dσ
−) ,

resz=−1(φc L) = −4K(V+dσ
+ − V−dσ

−)
(5.1.19)

がわかる。(5.1.19)を (3.3.25)に代入すると、2次元の作用が次のように得られる。

S[g, g̃] = K

∫
M

〈
j+ − j̃+, j− − j̃−

〉
dσ ∧ dτ . (5.1.20)

もし g̃が gと独立であるならば、4次元 CS理論のゲージ対称性を用いて、2次元の作用 (5.1.20) を
Lie群Gの主カイラル模型のものに書き直すことができる [8, 19]。

ここで、Section 4.4で行なったように、jと j̃の関係付けを考える。結果的として得られる作用 (5.1.20)

が jと j̃の交換の下で不変であることがわかる。この不変性を尊重するならば、関係式 j̃ = f(j)にお
ける自己同型写像 f : g → gが次の条件を満たすべきである。

f([x, y]) = [f(x), f(y)] , f ◦ f(x) = x , x , y ∈ g . (5.1.21)
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f の具体形として、次のものを考える。

f(Pǎ) = −Pǎ , f(Jâ) = Jâ . (5.1.22)

ここで分解されたベクトル空間 g = h⊕mの生成子を

h = 〈Jâ〉 , m = 〈Pǎ〉 (5.1.23)

と導入している。ただし、â = 1, . . . , dim h、ǎ = 1, . . . , dimmである。このような性質を満たす f を
構成できる時、自己同型性から対称コセットの構造が自然に導入されていることがわかる。

自己同型写像 (5.1.22)を採用すると、j̃は

j̃ = f(j) = f
(
P(0)(j) + P(2)(j)

)
= P(0)(j)− P(2)(j) (5.1.24)

と評価される。射影演算子 P(0)と P(2)はそれぞれ

P(0) : g → h , P(2) : g → m (5.1.25)

と定義されている。(5.1.24)における j̃の標識を用いると、2次元の作用はさらに

S[g] = 4K

∫
M

〈
j+, P(2)(j−)

〉
dσ ∧ dτ (5.1.26)

と書き直すことができ、Lax pair (5.1.18)は

L± = P(0)(j±) + z±1 P(2)(j±) (5.1.27)

となる。これらは対称コセットシグマ模型の作用と Lax pairの標準的な表式である。

ii) homogeneous YB変形

次に (5.1.9)のクラス ii)が対称コセットシグマ模型の homogeneous YB変形を記述していることを
見よう。

条件 (5.1.9)は、ツイスト関数の各極でゲージ場Aに以下の拘束を与える。

A|z=1 = 2η R(∂zA|z=1) , A|z=−1 = −2η R̃(∂zA|z=−1) . (5.1.28)

ここでも Lax形式に対する仮設 (5.1.15)を仮定する。条件 (5.1.28)は

j± = U± + (1∓ 2ηRg)(V±) , j̃± = U± − (1∓ 2ηR̃g̃)(V±) (5.1.29)



5.1 対称コセットシグマ模型 76

と解くことができる。ここでRg は随伴作用 (3.3.42)とRを用いて

Rg := Adg−1 ◦R ◦Adg (5.1.30)

と定義されている。これらの方程式を U±と V±に対して解くと以下の表式を得る。

U± =
j± + j̃±

2
± η(Rg − R̃g̃)(V±) , V± =

1

1∓ ηRg ∓ ηR̃g̃

(
j± − j̃±

2

)
. (5.1.31)

z = ±1における φc Lの留数は (5.1.19)と同じ形であるが、V±は (5.1.31)と置き換わっているため、
得られる 2次元の作用は

S[g, g̃] = 4K

∫
M

〈
j+ − j̃+

2
,

1

1 + ηRg + ηR̃g̃

(
j− − j̃−

2

)〉
dσ ∧ dτ (5.1.32)

で与えられる。今の場合、結果的な作用は jと j̃の入れ替えというより、gと g̃の入れ替えに対して
不変であることに注意せよ。

作用の交換対称性 (5.1.32)を尊重するためには前節で課した対合を群要素のレベルで定義する必要
がある。つまり、g, g̃ ∈ Gに対して次の条件を課す。

g̃ = F (g) . (5.1.33)

ここで自己同型写像 F : G→ Gは Z2-gradingの性質 F ◦ F (g) = gを持つ。F の具体的な表現を定め
るために、g ∈ Gを parametrization

g = exp
(
X ǎPǎ +X âJâ

)
(5.1.34)

を指定する。ここで X ǎ及びX âは τ と σの関数である。Gの単位元の近傍では、F (g)は自己同型写
像 f : g → gを用いて

F (g) := exp
(
X ǎf(Pǎ) +X âf(Jâ)

)
, (5.1.35)

あるいは同じことであるが、

F (g) = exp
(
−X ǎPǎ +X âJâ

)
(5.1.36)

と定義される。

2次元の作用 (5.1.32)に (5.1.33)を要請することで書き直しを行おう。Appendix F.1で示されるよ
うに、dressed R-作用素Rg と R̃g̃ は以下の関係式を満たす。

(Rg + R̃g̃) ◦ P(2)(x) = 2P(2) ◦Rg ◦ P(2)(x) . (5.1.37)
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関係式 (5.1.37)を用いると、V±の表式は

V± = P(2)

(
1

1∓ 2ηRg ◦ P(2)
j±

)
(5.1.38)

となる。さらに、(5.1.38)を用いて U±も

U± = j± − (1∓ ηRg)(V±) = P(0)

(
1

1∓ 2ηRg ◦ P(2)
j±

)
(5.1.39)

と書き直される。結果的に、2次元の作用

S[g] = 4K

∫
M

〈
j−, P(2)

(
1

1− 2ηRg ◦ P(2)
j+

)〉
dσ ∧ dτ (5.1.40)

と Lax pair

L± = P(0)

(
1

1∓ 2ηRg ◦ P(2)
j±

)
+ z±1 P(2)

(
1

1∓ 2ηRg ◦ P(2)
j±

)
(5.1.41)

を得る。これらは homogeneous YB変形された対称コセット模型の作用と Lax pairの標準的な表
式 [87]である。

5.2 AdS5 × S5超弦理論のYang-Baxter変形

この節では、AdS5 × S5上の超弦理論のGreen-Schwarz(GS)作用 [85]のを 4次元CS理論の立場か
ら議論する。また、その homogeneous YB変形 [47]を導出する。

Supercoset

GS形式のAdS5 × S5超弦理論作用は次の supercosetに基づいている。
PSU(2, 2|4)

SO(1, 4)× SO(5)
. (5.2.1)

4次元CS作用の (3.3.2)のゲージ場Aは Lie superalgebra g = su(2, 2|4)に値を取る。通常、この Lie

superalgebra su(2, 2|4)の表現として、supertracelessと実性を課した supermatrixを用いる。su(2, 2|4)
のコセット構造についてはAppendix Eを見よ。これに伴い、ブラケット 〈·, ·〉は supertrace Strに読
み替えれば良い。

ツイスト関数

AdS5×S5のポアソン構造は [40,41]において解析され、そのツイスト関数は次のように与えられる。

ω = φstr(z) dz =
4z3

(z4 − 1)2
dz . (5.2.2)
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これは通常の対合 µtの下で不変である。

φstr(z) = φstr(z̄) . (5.2.3)

(5.2.2)のツイスト関数極と零点は次のように与えられる。

p = {+1 ,−1 ,+i ,−i} , z = {0,∞} , (5.2.4)

これらの極は位数 2の極で、零点は位数 3である。

境界条件

これらに関する boudary EOMは

ϵij〈〈(Ai, ∂ξpAi), δ(Aj , ∂ξpAj)〉〉p = 0 , p ∈ p (5.2.5)

となる。ここでの 2重括弧は

〈〈(x, y), (x′, y′)〉〉p := (resp ω) Str(x · x′) + (resp ξpω)
(
Str(x · y′) + Str(x′ · y

)
)

=
p

4

(
Str(x · y′) + Str(x′ · y)

)
(5.2.6)

と定義される。

対称コセットの場合と同様に boundary EOM(5.2.5)の解として 2つのクラスを考えることができ
る。実性条件からこれらの境界条件に課される拘束を評価しよう。反線形作用素 τ の作用が

τ
(
(∂zA)|z=p

)
=
(
τ(∂zA)

)
|z=p =

(
∂z̄(τA)

)
|z=p =

(
µ∗t (∂zA)

)
|z=p

=(∂zA)|z=p

(5.2.7)

と与えられることを踏まえると、実性条件 (3.3.29)は
(
τ(A|z=p), τ(∂zA|z=p)

)
=
(
A|z=p, (∂zA) |z=p

)
(5.2.8)

を意味する。(5.2.8)によると、z = ±iでの境界条件は

(∂zA)|z=+i = (∂zA)|z=−i

(
∈ su(2, 2|4)C

)
(5.2.9)

の関係で結ばれていることがわかる。

AdS5 × S5 supercosetシグマ模型に対しては、次の解を考える。

i) (A|z=p, ∂zA|z=p) ∈ {0}⋉ su(2, 2|4)p,ab (p ∈ p) . (5.2.10)
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su(2, 2|4)p,abは su(2, 2|4)、su(2, 2|4)Cの可換化されたコピーであり、

su(2, 2|4)p,ab :=

{
su(2, 2, |4) for p = ±1
su(2, 2, |4)C for p = ±i . (5.2.11)

と定義される。2つ目の選択として AdS5 × S5 supercosetシグマ模型の homogeneous YB変形を与
える

ii) (A|z=p, ∂zA|z=p) ∈ su(2, 2|4)p,Rnp
(p ∈ p) (5.2.12)

が考えられる。ここでRの添字 npはそれぞれの極のラベルであり (n1 , ni , n−1 , n−i) := (1, 2, 3, 4)と
定義する。さらに su(2, 2|4)p,Rnp

は以下の通り定義される。

su(2, 2|4)p,Rnp
:=

{ {(
p η Rnp(x), x

)
|x ∈ su(2, 2|4)

}
for p = ±1{(

p η Rnp(x), x
)
|x ∈ su(2, 2|4)C

}
for p = ±i . (5.2.13)

ここで線形作用素Rk : gC → gC (k = 1, 2, 3, 4)の定義は

Rk := fk−1
s ◦R ◦ f−(k−1)

s (5.2.14)

と与えられる。R-作用素R : su(2, 2|4)C → su(2, 2|4)CはhCYBE(2.2.24)の解であり、fs : su(2, 2|4)C →

su(2, 2|4)Cは Z4-gradingを持つ自己同型写像である。この写像の明示的な表現は (5.2.27)で与える。
この表現に対して、Rが hCYBE(2.2.24)の解であるならば、Rkもやはり su(2, 2|4)Cに対する hCYBE

の解になっていることが示される。従って、境界条件 (5.2.12) は確かに boundary EOM(5.2.5) と
archipelago条件を満たす解である。

Lax形式

対称コセットシグマ模型の場合と同様に、ツイスト関数 (5.2.2)の各極での ĝの値を

ĝ(τ, σ, z)|z=1 = g1(τ, σ) , ĝ(τ, σ, z)|z=i = g2(τ, σ) ,

ĝ(τ, σ, z)|z=−1 = g3(τ, σ) , ĝ(τ, σ, z)|z=−i = g4(τ, σ) ,
(5.2.15)

と定める。それぞれの群要素は gk ∈ SU(2, 2|4) (k = 1, 3) , gk ∈ SU(2, 2|4)C (k = 2, 4)である。ただ
し k = 2, 4に対しては実性条件から、

τ̃ g2 = g4 (5.2.16)

が課されることに注意されたい。これらを用いて左不変カレントは

j1 := g−1
1 dg1 , j2 := g−1

2 dg2 , j3 := g−1
3 dg3 , j4 := g−1

4 dg4 (5.2.17)
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と定義される。ゲージ場Aと Lax pair Lの各極での関係は次のように書ける。
A|z=1 = −dg1g−1

1 +Adg1L|z=1 , A|z=i = −dg2g−1
2 +Adg2L|z=i ,

A|z=−1 = −dg3g−1
3 +Adg3L|z=−1 , A|z=−i = −dg4g−1

4 +Adg4L|z=−i .
(5.2.18)

また、ツイスト関数 (5.2.2)の零点の構造から、Lax形式に対して次の仮設を立てる。

L =
(
z−1 V

[−1]
+ + V

[0]
+ + z V

[1]
+ + z2 V

[2]
+

)
dσ+

+
(
z−2 V

[−2]
− + z−1 V

[−1]
− + V

[0]
− + z V

[1]
−

)
dσ− , (5.2.19)

ここで、実性条件 τL = µ∗tLより、滑らかな関数 V
[n]
± (n = −1, 0, 1) , V

[±2]
± : M → su(2, 2|4)の値域

が実 Lie代数となる。後で見るように、仮設 (5.2.19)は両方のクラスの解に適用できる。注意すべき
なのは、仮設 (5.2.19)は唯一のものではなく、他の仮設の取り方により pure spinor形式の超弦の作
用を導くことができる [8]。

i) AdS5 × S5 supercosetシグマ模型

AdS5 × S5 supercosetシグマ模型のGS作用を 4次元 CS理論 (3.3.2)から導出しよう。

境界条件 (5.2.10)より

j1,± = V
[0]
± + V

[±2]
± + V

[1]
± + V

[−1]
± ,

j2,± = V
[0]
± − V

[±2]
± + i V

[1]
± − i V

[−1]
± ,

j3,± = V
[0]
± + V

[±2]
± − V

[1]
± − V

[−1]
± ,

j4,± = V
[0]
± − V

[±2]
± − i V

[1]
± + i V

[−1]
±

(5.2.20)

を得る。V [n]
± に関してこれらの方程式を解くと次のようになる。

V
[0]
± =

j1,± + j2,± + j3,± + j4,±
4

, V
[±2]
± =

j1,± − j2,± + j3,± − j4,±
4

,

V
[1]
± =

j1,± − i j2,± − j3,± + i j4,±
4

, V
[−1]
± =

j1,± + i j2,± − j3,± − i j4,±
4

.

(5.2.21)

必要な留数 resp(φstr L) (p ∈ p)以下のように求まる。

res±1(φstr L) =
1

8

(
j1,+ − (1± i)j2,+ + j3,+ − (1∓ i)j4,+

)
dσ+

+
1

8

(
−j1,− + (1∓ i)j2,− − j3,− + (1± i)j4,−

)
dσ− ,

res±i(φstr L) =
1

8

(
−(1∓ i)j1,+ + j2,+ − (1± i)j3,+ + j4,+

)
dσ+

+
1

8

(
(1± i)j1,− − j2,− + (1∓ i)j3,− − j4,−

)
dσ− .

(5.2.22)
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ここで、集合 {res±1(φstr L), res±i(φstr L)}は gk (k = 1, . . . , 4)のサイクリックな入れ替えに対して不
変であることに注意せよ。この事実は、得られる 2次元の作用もこの対称性を持つことを意味してい
る。実際、(5.2.22)を用いると 2次元の作用は

S[gk] =
1

16

∫
M

Str

[ ∑
σ∈S4

(
jσ(1),+ − (1 + i)jσ(2),+ + jσ(3),+ − (1− i)jσ(4),+

)
jσ(1),−

−
(
−jσ(1),− + (1− i)jσ(2),− − jσ(3),− + (1 + i)jσ(4),−

)
jσ(1),+

]
dσ+ ∧ dσ− (5.2.23)

と求まる。ここで σ ∈ S4は集合 {1, 2, 3, 4}のサイクリックな置換である。作用 (5.2.23)は明らかに
jkのサイクリックな入れ替えに対して不変である。

さらに jk (k = 1 , . . . , 4)を関係付けることを考える。2次元の作用 (5.2.23)のサイクリック対称性
より、以下の関係式を要請する。

jk = fk−1
s (j) (k = 1 , . . . , 4) , (5.2.24)

ここで j ∈ su(2, 2|4) は g ∈ SU(2, 2|4) による左不変カレントである。写像 fs : su(2, 2|4)C →

su(2, 2|4)C は su(2, 2|4) の自己同型写像であり、Z4-grading の性質 f4s = Id を満たすものである。
よく知られているように superalgebra su(2, 2|4)は Z4-gradingを持った次の部分空間への分解が知ら
れている。

g = g(0) ⊕ g(1) ⊕ g(2) ⊕ g(3) . (5.2.25)

g(0)⊕g(2)及び g(1)⊕g(3)はそれぞれ su(2, 2|4)のbosonic partと fermionic partであり、g(0)はbosonic

partの部分群 so(1, 4)× so(5)と同定することができる。g(m)の交換関係は

[g(m), g(n)] ⊂ g(k) (m+ n = k mod 4) (5.2.26)

を満たす。GS作用を得るために、Z4-gradingを持つ自己同型写像 fsの各固有空間が g(k) (k = 0, 1, 2, 3)

となるように取ろう。つまり、

fs(g
(k)) = ikg(k) (5.2.27)

であり、これは Z4-grading (5.2.26)とも整合的である。2 su(2, 2|4)を supermatrixによって表現した
後は、 fsの具体的な表式を与えられる。(詳しくは [88])を見よ。

2あるいは逆に自己同型写像 fs の固有空間への分解が Z4-gradingを誘導すると考えても自然である。
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付加的な条件 (5.2.24)により、関数 V [n]は Z4-gradingの各要素は j
(k)
± ∈ g(k)と表現できる。実際、

(5.2.24)と (5.2.27)を用いると、左不変カレントは次のように書き直せる。
j1,± = j

(0)
± + j

(1)
± + j

(2)
± + j

(3)
± , j2,± = j

(0)
± + i j

(1)
± − j

(2)
± − i j

(3)
± ,

j3,± = j
(0)
± − j

(1)
± + j

(2)
± − j

(3)
± , j4,± = j

(0)
± − i j

(1)
± − j

(2)
± + i j

(3)
± .

(5.2.28)

よって (5.2.28)を (5.2.21)に代入すると、関数 V [n]は

V
[0]
± = j

(0)
± , V

[±2]
± = j

(2)
± , V

[1]
± = j

(1)
± , V

[−1]
± = j

(3)
± (5.2.29)

と与えられる。この結果から、直ちに次の Lax pairを得られる。

L =
(
z−1 j

(3)
+ + j

(0)
+ + z j

(1)
+ + z2 j

(2)
+

)
dσ+

+
(
z−2 j

(2)
− + z−1 j

(3)
− + j

(0)
− + z j

(1)
−

)
dσ− . (5.2.30)

この表式 (5.2.30)はまさしく [39]において構成されたAdS5×S5超弦の Lax pairである。

次に 2次元の作用 (5.2.23)を評価しよう。(5.2.29)を用いると、2次元の作用に対する各極からの寄
与はどれも等しい。つまり、

Str
(
resp(φstrL) ∧ g−1

p dgp
)
=

1

2
Str (j−d+(j+)) dσ

+ ∧ dσ− (5.2.31)

であり、ここで作用素 d±は各固有空間への射影演算子 P (i)の線形結合により

d± := ±P (1) + 2P (2) ∓ P (3) (5.2.32)

と定義されている。この性質は作用 (5.2.23)のサイクリック対称性から従っている。結果として、

S[gi] =

∫
M

Str (j−d+(j+)) dσ
+ ∧ dσ− (5.2.33)

を得る。これはAdS5 × S5超弦のMetsaev-Tseytlin作用 [85]に他ならない。

ii) homogeneous YB変形

ここではAdS5 × S5 supercosetシグマ模型の homogeneous YB変形 [47]について議論する。

境界条件は先に述べた (5.2.12)を採用する。記法の混乱を避けるために、(5.2.19)に現れるLax pair

の未定関数 V
[n]
± を以下では V

[n]
± (∈ su(2, 2|4))に置き換える。すると、境界条件 (5.2.12)から関係式

j1,± = V
[0]
± + (1∓ 2ηRg1)V

[±2]
± + (1− ηRg1)V

[1]
± + (1 + ηRg1)V

[−1]
± ,

j2,± = V
[0]
± − (1∓ 2ηRg2)V

[±2]
± + i (1− ηRg2)V

[1]
± − i (1 + ηRg2)V

[−1]
± ,

j3,± = V
[0]
± + (1∓ 2ηRg3)V

[±2]
± − (1− ηRg3)V

[1]
± − (1 + ηRg3)V

[−1]
± ,

j4,± = V
[0]
± − (1∓ 2ηRg4)V

[±2]
± − i (1− ηRg4)V

[1]
± + i (1 + ηRg4)V

[−1]
±

(5.2.34)
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を得る。ここで、dressed R-作用素Rgk (k = 1 , . . . , 4)を

Rgk := Ad−1
gk

◦Rk ◦Adgk . (5.2.35)

と定義した。これらの線形結合により線形作用素

R
(p)
g =

1

4

(
Rg1 + ipRg2 + i2pRg3 + i3pRg4

)
(5.2.36)

を導入すると、方程式 (5.2.34)は

V
[0]
± = V

[0]
± ∓ 2ηR

(2)
g V

[±2]
± − ηR

(1)
g V

[1]
± + ηR

(3)
g V

[−1]
± ,

V
[1]
± = ∓2ηR

(1)
g V

[±2]
± +

(
1− ηR

(0)
g

)
V

[1]
± + ηR

(2)
g V

[−1]
± ,

V
[±2]
± =

(
1∓ 2ηR

(0)
g

)
V

[±2]
± − ηR

(3)
g V

[1]
± + ηR

(1)
g V

[−1]
± ,

V
[−1]
± = ∓2ηR

(3)
g V

[±2]
± − ηR

(2)
g V

[1]
± +

(
1 + ηR

(0)
g

)
V

[−1]
±

(5.2.37)

と書き直せる。ここでの関数 V
[n]
± はクラス i)で用いた表式 (5.2.21)のものである。作用素R

(p)
g は歪対

称であるため、V [n]
± に関する方程式 (5.2.37)は一意に解くことができる。これにより 2次元の作用を

具体的に書き下すことができるが、その形はやや複雑であるため、明示的な表式を記す代わりに 2次
元作用における gk (k = 1, . . . , 4)のサイクリックな入れ替えに対する対称性のみを示すこととしよう。

そのために、まずサイクリック写像

P : gk 7→ gk+1 , (5.2.38)

を定義しよう。この変換の下で、線形作用素 (5.2.36)における線形作用素R
(p)
g と (5.2.21)における関

数 V
[n]
± は次のように移り変わる。

P
(
R

(p)
g

)
= i3pR

(p)
g , (5.2.39)

P
(
V

[0]
±

)
= V

[0]
± , P

(
V

[±2]
±

)
= −V [±2]

± ,

P
(
V

[1]
±

)
= i V

[1]
± , P

(
V

[−1]
±

)
= −i V [−1]

± .
(5.2.40)

(5.2.39)と (5.2.40)の変換則、及び方程式 (5.2.37)を用いると関数 V
[n]
± もやはり V

[n]
± と同じ変換をす

ることがわかる。

P
(
V

[0]
±

)
= V

[0]
± , P

(
V

[±2]
±

)
= −V [±2]

± ,

P
(
V

[1]
±

)
= i V

[1]
± , P

(
V

[−1]
±

)
= −i V [−1]

± .
(5.2.41)
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この事実により、留数 resp(φstr L) (p ∈ p)が

P (resp(φstr L)) = resp+1(φstr L) (5.2.42)

を満たしていることがわかる。なぜならば、resp(φstr L) (p ∈ p)は具体的に

resp(φstr L) =
1

4

(
inp−1 V

[1]
+ + 2i2(np−1)V

[2]
+ − i3(np−1)V

[−1]
+

)
dσ+ (5.2.43)

+
1

4

(
inp−1 V

[1]
− − 2i2(np−1)V

[2]
− − i3(np−1)V

[−1]
−

)
dσ− (5.2.44)

と与えられるからである。従って、2次元作用 (3.3.25)は gk (k = 1, . . . , 4)のサイクリックな置換に対
して不変である。

クラス i)の時と同様に、上記のサイクリック対称性の存在は付加条件

gk = F k−1
s (g) (k = 1 , . . . , 4) (5.2.45)

を正当化する。ここで g ∈ SU(2, 2|4)であり、自己同型写像 Fs : SU(2, 2|4) → SU(2, 2|4)は F 4
s = 1

を満たすように定義する。対称コセットの場合と同様に、(5.2.27)で定義された fsによって誘導され
た Fsを考える。より具体的には、群要素 g ∈ SU(2, 2|4)を

g = exp

(
3∑

k=0

XAkT
(k)
Ak

)
, T

(k)
Ak

∈ g(k) (Ak = 1, . . . , dim g(k)) (5.2.46)

とパラメトライズした時、自己同型写像 Fsは

Fs(g) := exp

(
3∑

k=0

XAkfs(T
(k)
Ak

)

)
= exp

(
3∑

k=0

ikXAkT
(k)
Ak

)
(5.2.47)

と誘導される。XAk は τ , σの関数である。定義より、Fsは実際 Z4-gradingの性質を持つ SU(2, 2|4)

の自己同型写像になっている。

Appendix F.2で示されるように、dressed R-作用素Rgk は fsの各固有空間への射影演算子 P (k)と
の間に次の関係を持つ。

P (m) ◦Rgk ◦ P
(n) = i(m−n)(k−1)P (m) ◦Rg ◦ P (n) . (5.2.48)

(5.2.36)を思い出すと、さらに次の関係が従う。

P (m) ◦R(p)
g ◦ P (n) =

{
P (m) ◦Rg ◦ P (n) m− n+ p = 0 (mod 4)

0 m− n+ p 6= 0 (mod 4)
. (5.2.49)
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(5.2.49)を用いると、方程式 (5.2.37)は

V
[0]
± = J

(0)
± , V

[±2]
± = J

(2)
± , V

[1]
± = J

(1)
± , V

[−1]
± = J

(3)
± (5.2.50)

と解ける。ここで変形されたカレント J±は

J± :=
1

1∓ ηRg ◦ d±
j± (5.2.51)

と定義されている。従って Lax pairは

L =
(
z−1 J

(3)
+ + J

(0)
+ + z J

(1)
+ + z2 J

(2)
+

)
dσ+

+
(
z−2 J

(2)
− + z−1 J

(3)
− + J

(0)
− + z J

(1)
−

)
dσ− (5.2.52)

となることがわかる。これはまさしく homogeneous YB変形された AdS5 × S5 の Lax pair [47]で
ある。

最後にこの Lax pairをもつ 2次元の作用を導出しよう。(5.2.50)を考慮すると、各極からの 2次元
の作用への寄与は同一であることがわかる。つまり、

Str
(
resp(φstr L) ∧ g−1

p dgp
)
=

1

2
Str (j−d+(J+)) dσ

+ ∧ dσ− (5.2.53)

である。結果的に、作用

S[g] =

∫
M

Str (j−d+(J+)) dσ
+ ∧ dσ− (5.2.54)

を得る。この作用 (5.2.54)は homogeneous YB変形されたAdS5 × S5の作用 [47] である。



Chapter 6

Faddeev-Reshetikhin模型

Chapter 4, Chapter 5で考えた主カイラル模型やコセットシグマ模型などの非線形シグマ模型は、
弦理論の文脈では世界面上のシグマ模型に対応する。これらの模型はAdS/CFT対応における可積分
構造を調べる上で重要な反面、2次元の可積分な場の理論で厳密解を求める手法である量子逆散乱法が
適用できないという難点がある。この難点はChapter 1で述べたように、非線形シグマ模型のPoisson

構造の non-ultralocalityに起因する。FaddeevとReshetikhinの仕事 [52]に始まり、[62–64]において
詳しく議論された緩和 (alleviation)と呼ばれる手続きにより、ultralocalなPoisson構造を持つように
これらの模型を変形する手法が知られている。

4次元CS理論の立場では、Poisson括弧の ultralocality/non-ultralocalityは order/disorder defect

による処方の違いになることが示唆されている [28]。よって緩和の手続きは 4次元 CS理論では or-

der/disorder defectの変換に対応しているはずである。4次元 CS理論の order defectを解析するこ
とは、より一般の non-ultralocalityの緩和に応用できることが期待される。この節では [18]に従い、
ultralocalな Poisson構造を持つ Faddeev-Reshetikhin模型 [52]を order defectから導出する方法を
議論する。

6.1 Non-ultralocalityの緩和とFR模型

この節では、Faddeev-Reshetikhin (FR)模型 [52]の手短なレビューを与える。詳しくは [64]を見よ。

6.1.1 古典作用

FR模型の作用は次のように与えられる。

SFR[g(±)] = −
∫
M

Tr

(
Λg−1

(+)∂−g(+) + Λg−1
(−)∂+g(−) −

1

2ν
g(+)Λg

−1
(+)g(−)Λg

−1
(−)

)
dσ+ ∧ dσ− . (6.1.1)
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ここで νは実パラメータであり、g(±)は SU(2)の群要素である。前節までと同様に積分領域Mは 2

次元Minkowski時空であり、座標 xα = (x0, x1) = (τ, σ)と計量 ηαβ = diag(−1,+1)を持っている。
M上の光円錐座標 σ±は (2.1.1)で与える。Λは SU(2)の Cartan生成子であり、今は

Λ = T 3 (6.1.2)

と取る。Lie代数 su(2)の生成子は T a (a = 1, 2, 3)と書き表し、次のような関係式を満たす。

T a = − i

2
σa , [T a, T b] = εabcT c , Tr

[
T aT b

]
= −1

2
δab . (6.1.3)

σaはPauli行列であり、構造定数 εabcは ε123 = 1と規格化された反対称テンソルである。この作用の
表式 (6.1.1)は [64]で与えられたものと同一である。FR模型は標的空間R× S3を持つシグマ模型と
密接に関連しており、(6.1.1)の低エネルギー有効作用は Landau-Lifshitz模型になることが知られて
いる [89]。作用 (6.1.1)の構造群を [64]で行われているように SU(N)に一般化するすることは容易で
あるが、ここでは簡単のため SU(2)の場合に限定して議論を進める。

作用 (6.1.1)に対し変分 g(±) 7→ g(±) + δg(±)を取ると、

δSFR [g(±)]

= −
∫
M

Tr
(
− J(+)δg(+)g

−1
(+)∂−g(+)g

−1
(+) + J(+)∂−g(+)g

−1
(+)δg(+)g

−1
(+)

− 1

2ν
δg(+)g

−1
(+)J(+)J(−) +

1

2ν
J(+)δg(+)g

−1
(+)J(−) +

(
+ ↔ −

))
dσ+ ∧ dσ−

= −
∫
M

Tr

({[
∂−g(+)g

−1
(+),J(+)

]
+

1

2ν

[
J(−),J(+)

]}
δg(+)g

−1
(+) +

(
+ ↔ −

))
dσ+ ∧ dσ−

= −
∫
M

Tr

({
∂−J(+) −

1

2ν

[
J(−),J(+)

]}
δg(+)g

−1
(+) +

(
+ ↔ −

))
dσ+ ∧ dσ− (6.1.4)

となるため、運動方程式

∂∓J(±) = ∓ 1

2ν
[J(+),J(−)] (6.1.5)

を得る。ただし、

J(±) := g(±) · Λ · g−1
(±) (6.1.6)

である。上記の運動方程式 (6.1.5)は次のように書き換えることができる。

∂+J(−) − ∂−J(+) −
1

ν
[J(+),J(−)] = 0 , ∂−J(+) + ∂+J(−) = 0 . (6.1.7)
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従って、J(α) (α = ±)は on-shellで保存するカレントとみなすことができる。(6.1.7)の第 2式は主カ
イラル模型の運動方程式 (2.1.25)と同じ形を取っているが、J(±)は定義 (6.1.6)より off-shellで付加
的な関係式 (拘束条件)

Tr
[
(J(±))

n
]
= const. (6.1.8)

を満たすことがわかる。一方、SU(2)主カイラル模型にはこのような関係式を満たす保存カレントは
存在しない。1 2 また、(6.1.7)の第 1式はFR模型の場合 on-shellのみで成立する運動方程式であるが、
主カイラル模型の場合は左不変カレントの off-shell平坦性条件であることに注意されたい。

よく知られているように、FR模型 (6.1.1)は古典的可積分である。実際、方程式 (6.1.7)は SU(2)

の運動方程式と同じ形をしており、容易に Lax pair

L±(z) = ∓ 1

z ± ν
J(±) (6.1.11)

を構成することができる。ここで z ∈ CP 1はスペクトラルパラメータである。Lax pair (6.1.11)の平
坦性条件は運動方程式 (6.1.7)と同値であることは直ちに確かめられる。

∂+L− − ∂−L+ + [L+,L−] =
1

z − ν
∂+J(−) +

1

z + ν
∂−J(+) −

1

z2 − ν2
[J(+),J(−)]

=
ν

z2 − ν2

(
∂+J(−) − ∂−J(+) −

1

ν
[J(+),J(−)]

)
+

z

z2 − ν2
(
∂+J(−) + ∂−J(+)

)
. (6.1.12)

Section 2.1.1で述べた通り、Lax pairからモノドロミー行列

T (z) = P exp

[
−
∫ ∞

−∞
dσLσ(σ; z)

]
(6.1.13)

を構成することにより、無限個の (non-localな)保存チャージを得ることができる。
1この関係式 (6.1.8)は SU(2)主カイラル模型のエネルギー運動量テンソルが定数であるという条件

T±± = Tr
[
J(±)J(±)

]
= −1

2
(6.1.9)

と見ることができる。この意味で FR模型は SU(2)主カイラル模型に対する Pohlmeyer簡約 [65–67, 90]のある種の実現
になっているとも言える。

2主カイラル模型の場合には運動方程式から

∂∓ Tr
[
(J(±))

n] = 0 (6.1.10)

のみが従う。例えば n = 2の時、これは ∂−T++ = ∂+T−− = 0を意味している。
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6.1.2 Poisson構造

FR模型の Poisson構造は緩和により SU(2)主カイラル模型のものより単純になっている。実際、
J a
(±)(σ)の Poisson括弧は

{J a
(±)(σ1),J

b
(±)(σ2)} = εabc J c

(±)(σ2)δ(σ1 − σ2) ,

{J a
(+)(σ1),J

b
(−)(σ2)} = 0

(6.1.14)

と与えられる。ここから見て取れるように、SU(2)主カイラル模型の場合とは異なり (6.1.14)の右
辺にはデルタ関数の微分を含む項は現れない。(6.1.14)の関係式を用いると、Lax pairの空間成分の
Poisson括弧は次のように表せる。

{Lσ(σ1; z1) ⊗, Lσ(σ2; z2)} = [r(z1, z2),Lσ(σ1; z1)⊗ 1 + 1⊗ Lσ(σ2; z2)] δ(σ1 − σ2) . (6.1.15)

ここで Poisson括弧のテンソル表示は (2.1.12)と同様に

{A ⊗, B} := {A⊗ 1, 1⊗B} =

3∑
a=1

{Aa, Bb}T a ⊗ T b (6.1.16)

と定義される。そして r(z1, z2) ∈ g⊗ gはこの系を特徴付ける古典 r-行列であり、具体的には次のよ
うに求められる。

r(z1, z2) = −
∑3

a=1 T
a ⊗ T a

z1 − z2
= −φ(z1)

−1 + φ(z2)
−1

2(z1 − z2)

3∑
a=1

T a ⊗ T a (6.1.17)

ここで登場した φ(z)こそがツイスト関数であり、

φ(z) = 1 (6.1.18)

である。古典 r-行列 (6.1.17)は確かに hCYBE(2.2.9)を満たす。(6.1.15)にはデルタ関数の微分項は
現れず、緩和により non-ultralocalityが解消されていることがわかる。

6.2 4次元CS理論によるFR模型の導出

この節では、2つの order defectを持つ 4次元 CS理論から FR模型を導出する。ここでの導出は
disorder defectに対する [19]の手法の order defectへの一般化である。

6.2.1 2つの order defectを持った 4次元CS理論

Lie群 SU(2)の複素化GC = SU(2)C、及びそれに付随する Lie代数 gC = su(2)Cを考える。3 前節
までと同様に、gCに値を取るゲージ場 AはM× CP 1上で定義されいる。CP 1 := C ∪ {∞}の大域

3Section 6.1と同様にここでは SU(2)の場合に限って議論を行う。一般の半単純 Lie代数の場合も Cartan生成子 Λを
適切に取ることにより全く同様の議論ができる。[64]
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的正則座標は zで表すものとする。Cの幾何は導出される可積分系が rationalクラスで特徴付けられ
ることを意味している。

出発点として、2つの order defectに結合した 4次元 CS理論を考える。作用は

S[A,G(±)] = SCS [A]−
∫
M×{z+}

Tr
(
Λ · G−1

(+)D−G(+)

)
dσ+ ∧ dσ−

−
∫
M×{z−}

Tr
(
Λ · G−1

(−)D+G(−)

)
dσ+ ∧ dσ− (6.2.1)

で与えられ、ここで共変微分D±は次のように定義される。

D±G(∓) := (∂± +A±)G(∓) , A+ := A+|z− , A− := A−|z+ . (6.2.2)

作用 (6.2.1)の第 2、第 3項は z± ∈ Rに位置する 2つの order defectを記述している。第 1項目は
(3.3.2)と同じ 4次元 CS理論の作用

SCS [A] =
i

4π

∫
M×CP 1

ω ∧ CS(A) (6.2.3)

であるが、特に括弧 〈·, ·〉としてこの節では Trを用いる。つまり、

CS(A) := Tr

[
A ∧

(
dA+

2

3
A ∧A

)]
(6.2.4)

である。ここで有理型 1形式 ωはツイスト関数 (6.1.18)を用いて次のように定義される。

ω := φ(z) dz = dz , (6.2.5)

ツイスト関数 (6.1.18)は零点を持たないが、これが先に述べたように order defectの特徴である。上
の φ(z)は位数 2の極を無限遠に持つことがわかる。

p = {∞} . (6.2.6)

運動方程式

作用 (6.2.1)の運動方程式を導出しよう。Aに関して (6.2.1)の変分を取ると、

δS[A] =
i

2π

∫
M×CP 1

ω ∧ Tr (δA ∧ F (A)) + i

4π

∫
M×CP 1

dω ∧ Tr (δA ∧A)

−
∫
M×CP 1

Tr(δA− · G(+)ΛG−1
(+) δ(z − z+)) dσ

+ ∧ dσ− ∧ dz ∧ dz̄

−
∫
M×CP 1

Tr(δA+ · G(−)ΛG−1
(−) δ(z − z−)) dσ

+ ∧ dσ− ∧ dz ∧ dz̄ (6.2.7)
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を得る。F (A) := dA+ A ∧ Aはゲージ場 Aの場の強さである。上の式を得る際に、AがM× CP 1

の境界で 0になることを仮定し、デルタ関数の関係式∫
CP 1

δ(z − z±) dz ∧ dz̄ = 1 (6.2.8)

を用いた。bulk EOMは従って次のように得られる。

F+− = 0 , (6.2.9)

ω Fz̄+ = −2πiG(+) · Λ · G−1
(+) δ(z − z+)dz , (6.2.10)

ω Fz̄− = 2πiG(−) · Λ · G−1
(−) δ(z − z−)dz . (6.2.11)

2つ目と 3つ目の方程式はAが z = z±において極を持つことを意味している。後の議論では、order

defectの位置の集合を zで表す。

z = {z±} . (6.2.12)

前節までの disorder defectの議論では zは ω の零点の集合であったが、この節では定義が異なるこ
とに注意せよ。ただし、どちらの場合でも zは Lax形式の極の位置になることがわかる。boundary

EOMは (3.3.13)と同様にして次の形で書き下すことができる。

(res∞ω)ϵ
αβ Tr (Aα|∞ δAβ |∞) + (res∞ξ∞ω)ϵ

αβ∂ξ∞ Tr (Aα δAβ) |∞

=− 2ϵαβ∂ξ∞ Tr (Aα δAβ) |∞= 0 . (6.2.13)

ここで ξ∞ := 1/zは z = ∞の周りでの局所座標である。

ゲージ不変性

作用 (6.2.3)のゲージ不変性をみよう。今の場合 order defectに付随した新たな自由度 G(±)が存在
するため、disorder defectの場合をわずかに修正した形になっている。

disorder defectの場合 [19]の場合のアナロジーで、次の変換

A 7→ Au := u ·A · u−1 − duu−1 , G(±) 7→ Gu
(±) := u|z± · G(±) (6.2.14)

を考える。ここで uはGCに値を取るM× CP 1上の関数である。通常通り、off-shellレベルでは作
用 (6.2.1)は変換 (6.2.14)のもとで

S[Au] = S[A] +
i

4π

∫
M×CP 1

ω ∧ IWZ [u] +
i

4π

∫
M×CP 1

ω ∧ d
(
Tr
(
u−1du ∧A

))
, (6.2.15)
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と変換する。Wess-Zumino (WZ) 3形式 IWZ [u]は次のように定義されている。

IWZ [u] :=
1

3
Tr
(
u−1du ∧ u−1du ∧ u−1du

)
. (6.2.16)

よって作用 (6.2.1)は
i

4π

∫
M×CP 1

ω ∧ IWZ [u] = 0 , u|p = 1 . (6.2.17)

を満たすゲージパラメータ uを用いた変換 (6.2.14)のもとで不変であり、この変換をゲージ変換と呼
ぶ。これらの条件は disorder defectの時と同一である。「形式的なゲージ変換」も一般の uに対する
変換 (6.2.14)として定義される。

6.2.2 Lax形式

次に作用 (6.2.1)に付随した Lax形式を導入する。

disorder defectのときと同様に、Lax形式は形式的なゲージ変換4 (6.2.14)を実行することにより、

A = −dĝĝ−1 + ĝ · L · ĝ−1 , G(±) = ĝ(±) · g(±) , (6.2.18)

と定義される。ここで ĝ , g(±) ∈ GC及び ĝ(±) := ĝ|z± である。Lz̄ = 0というゲージを選択することに
より、1形式 Lは

L = Lτdτ + Lσdσ = L+dσ
+ + L−dσ

− (6.2.19)

という形になる。(6.2.19)を (6.2.10), (6.2.11)に代入することにより、bulk EOMは次のようになる。

∂+L− − ∂−L+ + [L+,L−] = 0 , (6.2.20)

ω ∂z̄L+ = −2πiJ(+) δ(z − z+)dz , (6.2.21)

ω ∂z̄L− = 2πiJ(−) δ(z − z−)dz . (6.2.22)

カレント J(±)は

J(±) := g(±) · Λ · g−1
(±) (6.2.23)

と定義される。後で見るように、これらはFR模型のカレント (6.1.6)と同定することができる。bound-
ary EOM (6.2.21)と (6.2.22)は Lax形式が z = z±に極を持ち gCに値を取る有理型 1形式であるこ
とを示している。

4「形式的」という用語の使い方には関しては Section 3.3をみよ。
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(6.2.18)を (6.2.1)に代入すると、4次元の作用 (6.2.1)は次のように書き直せる。

S[A] =
i

4π

∫
M×CP 1

ω ∧
(
Tr(L ∧ dL) + d

(
Tr
(
ĝ−1dĝ ∧ L

))
+ IWZ [ĝ]

)
−
∫
M×{z+}

Tr
(
Λ · g−1

(+)(∂− + L−|z+)g(+)

)
dσ+ ∧ dσ−

−
∫
M×{z−}

Tr
(
Λ · g−1

(−)(∂+ + L+|z−)g(−)

)
dσ+ ∧ dσ− . (6.2.24)

表式 (6.2.24)は未だ 4次元の作用であることに注意せよ。次の節では ĝに適切な条件を課すことによ
り、この 4次元の作用を対応する 2次元の作用に次元簡約することを考える。

6.2.3 Archipelago条件による 4次元から 2次元への簡約

2次元の可積分模型の作用を得るためには、disorder defectの場合と同様に archipelago条件を課せ
ば十分である。この時 4次元の作用 (6.2.1)は次のように簡潔な形に表せる。

S[g(±)] = −1

4

∑
x∈p

∫
M

Tr (resx(φL) ∧ ĝ−1
x dĝx)−

1

4

∑
x∈p

∫
M×[0,Rx]

(resx ω) ∧ IWZ [ĝx]

+
i

4π

∫
M×CP 1

ω ∧ Tr(L ∧ dL)

−
∫
M

Tr
(
Λ g−1

(+)∂−g(+) + Λ g−1
(−)∂+g(−) + J(+)L−|z+ + J(−)L+|z−

)
dσ+ ∧ dσ− ,

= +
i

4π

∫
M×CP 1

ω ∧ Tr(L ∧ dL)

−
∫
M

Tr
(
Λ g−1

(+)∂−g(+) + Λ g−1
(−)∂+g(−) + J(+)L−|z+ + J(−)L+|z−

)
dσ+ ∧ dσ− . (6.2.25)

2つ目の等号において、関係式

res∞ (φL) = 0 , res∞ ω = 0 (6.2.26)

を用いた。disorder defectの場合は Lax形式の極と ωの零点が一致していたため (6.2.25)の第 1項は
寄与しなかったことに注意せよ。(6.2.25)の第 1項は一見 4形式に見えるが、実際は (6.2.37)で見るよ
うにこれはM×{z±}に存在する defectに局在する項である。なぜなら、dLは bulk EOM (6.2.21),

(6.2.22)より order defectを台に持つデルタ関数の z依存性を持つからである。

実性条件

4次元の作用 (6.2.1)が実になるための十分条件を議論しよう。複素共役 z 7→ z̄によって定義される
対合 µt : CP 1 → CP 1を導入する。τ : gC → gCは反線形な対合かつ自己同型写像であり、τ の下で
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の固定点の集合が gCの実 Lie代数 gである。自己同型写像 τ は次の関係式を満たす。

Tr(B ∧ C) = Tr(τB ∧ τC) , ∀B,C ∈ gC . (6.2.27)

また、τ に誘導される Lie群GCに対する作用は τ̃ : GC → GCと書き示す。

実性条件は上記の複数の対合を用いて次のように書ける。

ω̄ = µ∗tω , τA = µ∗tA , τ̃G(±) = µ∗tG(±) (6.2.28)

作用は (6.2.1)は実際に条件 (6.2.28)のもとで不変であることが以下のように確かめられる。

S[A,G(±)] = − i

4π

∫
M×CP 1

ω̄ ∧ CS(τA)

−
∫
M×{z+}

Tr
(
Λ · τ̃G−1

(+)(∂− + τA−|z+)τ̃G(+)

)
dσ+ ∧ dσ−

−
∫
M×{z−}

Tr
(
Λ · τ̃G−1

(−)(∂+ + τA+|z−)τ̃G(−)

)
dσ+ ∧ dσ−

= − i

4π

∫
M×CP 1

µ∗tω ∧ CS(µ∗tA)

−
∫
M×{z+}

Tr
(
Λ · µ∗tG−1

(+)(∂− + µ∗tA−|z+)µ∗tG(+)

)
dσ+ ∧ dσ−

−
∫
M×{z−}

Tr
(
Λ · µ∗tG−1

(−)(∂+ + µ∗tA+|z−)µ∗tG(−)

)
dσ+ ∧ dσ−

= − i

4π

∫
M×µtCP 1

ω ∧ CS(A)

−
∫
M×µt{z+}

Tr
(
Λ · G−1

(+)(∂− +A−|z+)G(+)

)
dσ+ ∧ dσ−

−
∫
M×µt{z−}

Tr
(
Λ · G−1

(−)(∂+ +A+|z−)G(−)

)
dσ+ ∧ dσ−

=S[A,G(±)] . (6.2.29)

ここで、定義より µt(z±) = z±かつ Λ ∈ gであることを利用した。関係式 (6.2.18)より、実性条件は
Lax形式の言葉で

τ̃ ĝ(±) = µ∗t ĝ(±) , τ̃ g(±) = µ∗tg(±) , τL = µ∗tL (6.2.30)

とも表せる。

2次元ゲージ変換

2次元の作用 (6.2.25)は「2次元ゲージ対称性」を持つ。つまり、Aと G(±)を不変に保ったまま、ĝ
に課された archipelago条件も維持しつつ、あるゲージ変換を実行することができる。この変換のも
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とで L , ĝ(±) , g(±)は次のように変換する。

L 7→ h−1dh+ h−1 · L · h , ĝ(±) 7→ ĝ(±) · h , g(±) 7→ h−1 · g(±) . (6.2.31)

ここで hは gに値を取る (τ, σ) ∈ M上の滑らかな関数である。4次元のゲージ対称性 (6.2.14)とは対
照的に、2次元ゲージ対称性 (6.2.31) はAと G(±)を変更せずに ĝを定義し直す冗長性とみなすことが
できる。

2次元有効作用

Lax形式を明示的に求めることにより、(6.2.25)を具体的に評価しよう。

最初にすべきことは boundary EOM (6.2.13)を次の条件

A|∞= 0 (6.2.32)

の下で解くことである。これは boundary EOMの自明な解 (Dirichlet境界条件)である。

Section 6.2.2で見たように、 L±はそれぞれ z = z±に極を持つ。従って、Lax形式L±に対する次
の仮設を置くことが自然である。

L =

(
U+ −

J(+)

z − z+

)
dσ+ +

(
U− +

J(−)

z − z−

)
dσ− . (6.2.33)

なぜなら、zの 1位の極は公式

δ(z − z±) =
1

2πi

∂

∂z̄

(
1

z − z±

)
(6.2.34)

によりデルタ関数を作るからである。ここで U±はM上の未定関数であり、さらに実性条件 (6.2.30)

を考慮すると gに値を取ることがわかる。2次元ゲージ対称性 (6.2.31)を用いると、archipelago条件
を満たす場 ĝを

ĝ|∞= 1 (6.2.35)

のようにとれる。境界条件 (6.2.32)は U± = 0を意味するため、Lax形式は

L = −
J(+)

z − z+
dσ+ +

J(−)

z − z−
dσ− (6.2.36)

となる。

最後に、求めた Lax形式を用いて作用 (6.2.25)を評価しよう。(6.2.36)の表式を用いると、(6.2.25)

の第 1項は

− i

4π

∫
M×CP 1

ω ∧ Tr(L ∧ dL)
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=
1

2

∫
M×CP 1

Tr
[
L+

(
J(−)δ(z − z−)

)]
dz ∧ dσ+ ∧ dz̄ ∧ dσ−

+Tr
[
L−
(
−J(+)δ(z − z+)

)]
dz ∧ dσ− ∧ dz̄ ∧ dσ+

=
1

2

∫
M

Tr
(
J(−)L+|z− + J(+)L−|z+

)
dσ+ ∧ dσ− (6.2.37)

と書き直せる。結果的に 2次元の作用として以下の形を得る。

S2D[g(±)]

=−
∫
M

Tr

(
Λ g−1

(+)∂−g(+) + Λ g−1
(−)∂+g(−) +

1

2
J(+)L−

∣∣
z+

+
1

2
J(−)L+

∣∣
z−

)
dσ+ ∧ dσ−

=−
∫
M

Tr

(
Λ g−1

(+)∂−g(+) + Λ g−1
(−)∂+g(−) +

1

(z+ − z−)
J(+)J(−)

)
dσ+ ∧ dσ− . (6.2.38)

上記の表式 (6.2.36)と (6.2.38)は、z+ = −ν , z− = ν と取った時に確かに (6.1.11)と (6.1.1)に一致
する。

6.3 FR模型の trigonometric変形

この節では FR模型の trigonometric変形を導出する。

6.3.1 ツイスト関数

前節までの rational処方を trigonometric処方へと変形するため、r-行列 (6.1.17)を su(2)の trigono-

metric r-行列に置き換える。5

rtrig.(λ1, λ2) =
iη T+ ⊗ T−

1− eiη (λ1−λ2)
− iη T− ⊗ T+

1− e−iη (λ1−λ2)
− η

2
cot

(
η(λ1 − λ2)

2

)
T 3 ⊗ T 3 . (6.3.1)

ここで変形パラメータ η ∈ Rを導入し、生成子の光円錐表示は (4.4.16)のように取った。この古典 r-

行列 (6.3.1)は hCYBE(2.2.9)を満たす。また、(6.3.1)は trigonometric型の r-行列であるため、スペ
クトラルパラメータ λは (Cではなく)円柱に値を取る。λの基本領域は次のように定める。

C/Z =

{
λ ∈ C

∣∣∣∣ − π

2η
< Reλ <

3π

2η

}
. (6.3.2)

極限 η → 0を取ることにより、古典 r-行列 (6.3.1)は rational型 (6.1.17)に還元することがわかる。r-
行列 (6.3.1)はスペクトラルパラメータと成分に対して歪対称であることが確かめられる。

rtrig.ab(λ1, λ2) = −rtrig.ba(λ2, λ1) . (6.3.3)

5sl(2)の場合のこの変形は [6, 8]で見られる。
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r-行列の成分は次のように定義される。

rtrig.(λ1, λ2) := rtrig.,ab(λ1, λ2)T
a ⊗ T b . (6.3.4)

この歪対称性は (2.1.19)と同じ意味であるが、添字の定義に注意せよ。古典 r-行列を与えられた時、
それに付随するツイスト関数はその非対称性を測るため、(1, 0)-形式 ωは

ω = φtrig.λ(λ) dλ = dλ (6.3.5)

となる。

ωの実性条件

対合 µtは trigonometric処方の時は次のように定義される。

µt : λ→ λ ⇐⇒ z → 1

z
. (6.3.6)

この µtの定義は主カイラル模型の trigonometric変形 (η変形)の時の定義 (4.1.9)と対応している。λ
座標を用いると、実性条件 (6.2.28)は自明に満たされることがわかる。

ω = dλ = µtω . (6.3.7)

Costello-Yamazakiによる表示との関係

有理型 1形式 (6.3.5)が [8]の表式と整合的であることを確認することはためになるだろう。

まずは円柱 C/Zから平面 C× = C\{0}へと写像

z = eiη λ (6.3.8)

を用いて移ろう。z座標系では trigonometric r-行列 (6.3.1)は次のように表される。

rtrig.(z1, z2) =
iη

1− z1/z2
T+ ⊗ T− − iη

1− z2/z1
T− ⊗ T+ − iη

2

z1 + z2
z1 − z2

T 3 ⊗ T 3 . (6.3.9)

この r-行列は rational r-行列 (6.1.17)と

rtrig.(z1, z2) :=
φ−1
trig.(z1) + φ−1

trig.(z2)

2
r(z1, z2) (6.3.10)

と関係付いている。また、C×上の (1, 0)-形式 ωは次の形を取る。

ω = φtrig.(z) dz =
dz

iηz
. (6.3.11)

ωは 2つの単純極

p = {0,∞} (6.3.12)

を持つ。上記の ωの形 (6.3.11)は [8]の表式と確かに一致している。
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6.3.2 境界条件

以下では、(1, 0)-形式 (6.3.11)を用いた 4次元 CS作用 (6.2.1)を考える。Aの変分を取ることによ
り bulk EOM (6.2.9), (6.2.10), (6.2.11)を得るが、今 ωは (6.3.11)のものに置き換わっていることに
注意せよ。この節において、対合 µtは (6.3.6)で定義されているため、order defectの座標 z = z±は
z± = 1/z̄±を満たしているものとする。

(1, 0)-形式 ωは 2つの極 (6.3.12)を持つ。よって boundary EOMは以下のようになる。

(res0 ω)ϵ
αβ Tr (Aα|0 δAβ |0) + (res∞ ω)ϵαβ Tr (Aα|∞ δAβ |∞)

=ϵαβ〈〈(Aα|0, Aα|∞) , δ (Aβ |0, Aβ |∞)〉〉 = 0 . (6.3.13)

ここでの双線形形式は

〈〈
(
x, x′

)
,
(
y, y′

)
〉〉 := 1

iη

(
Tr
(
x · x′

)
− Tr

(
y · y′

))
(6.3.14)

と定義される。Appendix Aで示すように、boundary EOM (6.3.13)は以下のDrinfel’d doubleを双
線形形式に対して割り当てることで解くことができる。

h := gδ ⊕ gR . (6.3.15)

gδ と gRは

gR := {((R− i)x, (R+ i)x)|x ∈ g} , (6.3.16)

gδ := {(x, x)|x ∈ g} (6.3.17)

と定義されている。ここで、R : g → gは (2.2.25)において c = iとおいた

[R(x), R(y)]−R ([R(x), y] + [x,R(y)]) = [x, y] (x, y ∈ g, R ∈ End g) (6.3.18)

を満たす歪対称R-作用素である。R-作用素の歪対称性は今

Tr (R(x)y) = −Tr (xR(y)) , ∀x, y ∈ g (6.3.19)

と表される。具体的な (6.3.18)の解として、Drinfel’d-Jimbo型 (4.4.17)を与えることができる。

上記のDrinfel’d doubleを導入することにより、Aαに対し

(Aα|0, Aα|∞) ∈ gR (6.3.20)

を境界条件として課すことができる。
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6.3.3 Lax形式と 2次元作用

前節で導入した境界条件のもとで、Lax形式及び対応する 2次元の作用を導出しよう。

rational処方の場合と同様に、付随する Lax形式が運動方程式 (6.2.20), (6.2.21), (6.2.22) (におい
て ωを (6.3.11)のものに取り替えたもの)を満たすことが容易に確かめられる。従って、L±の仮設

L =

(
U+ −

iη z J(+)

z − z+

)
dσ+ +

(
U− +

iη z J(−)

z − z−

)
dσ− (6.3.21)

を考えるのが自然である。ここで U± : M → gCは滑らかな関数である。実性条件は再び (6.2.30)の
ように実現される。

U±の表式を得るために、境界条件 (6.3.20)を用いる。すると、A±に対する拘束は

(R− i)A±|0= (R+ i)A±|∞ (6.3.22)

と与えられる。Drinfel’d doubleの選択 (6.3.15)に付随する自由度を用いると ĝ|z=0∈ Gと取れるため、
2次元ゲージ不変性 g → g · h (h ∈ G)を援用して ĝ|z=0= 1と固定する。さらに、実性条件 τ̃ ĝ = µ∗t ĝ

は τ̃(ĝ|z=0) = µ∗t (ĝ|z=0) = ĝ|z=∞を示している。以上より、各極での ĝの値を

ĝ|z=0= ĝ|z=∞= 1 (6.3.23)

と定めることができる。よって、拘束 (6.3.22)は以下のような形になる。

(R− i)U+ = (R+ i)(U+ − iηJ(+)) , (R− i)U− = (R+ i)(U− + iηJ(−)) . (6.3.24)

この方程式を解くことにより、U±の表式

U± = ±η
2
(R+ i)J(±) (6.3.25)

を得る。これを (6.3.21)に代入すると、Lax形式は

L =

(
η

2
(R+ i)− iη z

z − z+

)
J(+)dσ

+ +

(
−η
2
(R+ i) +

iη z

z − z−

)
J(−)dσ

− (6.3.26)

と与えられる。U± 単体は実 Lie代数 gの元になっていないが、Lax形式 (6.3.26)は確かに実性条件
(6.2.30)を満たすことが次のように確かめられる。

τL =

(
η

2
(R− i)− −iη z̄

z̄ − z̄+

)
τJ(+)dσ

+ +

(
−η
2
(R− i) +

−iη z̄
z̄ − z̄−

)
τJ(−)dσ

−

=

(
η

2
(R− i)− −iη z̄

z̄ − z−1
+

)
J(+)dσ

+ +

(
−η
2
(R− i) +

−iη z̄
z̄ − z−1

−

)
J(−)dσ

−



6.3 FR模型の trigonometric変形 100

=µ∗t

[(
η

2
(R− i)− −iη z−1

z−1 − z−1
+

)
J(+)dσ

+ +

(
−η
2
(R− i) +

−iη z−1

z−1 − z−1
−

)
J(−)dσ

−

]

=µ∗t

[(
η

2
(R+ i)− iη z

z − z+

)
J(+)dσ

+ +

(
−η
2
(R+ i) +

iη z

z − z−

)
J(−)dσ

−
]

=µ∗tL . (6.3.27)

ここで J(±)が実 Lie代数 gに値を取るという事実と、defectの座標 z± ∈ C×が z± = 1/z̄±を満たす
ということを用いた。興味深いことに、Lax形式 (6.3.26)は r-行列 (6.3.9)を用いて書き表すことがで
きる。これを見るためにカレント J(±)を次のように成分表示する。

J(±) = J −
(±)T

+ + J +
(±)T

− + J 3
(±)T

3 (6.3.28)

Lax形式 (6.3.26)はこの時、

L =

(
− iη z+
z − z+

J −
(+)T

+ − iη z

z − z+
J +
(+)T

− +
iη

2

z + z+
z − z+

J 3
(+)T

3

)
dσ+

+

(
iη z−
z − z−

J −
(−)T

+ +
iη z

z − z−
J +
(−)T

− − iη

2

z + z−
z − z−

J 3
(−)T

3

)
dσ−

=

 ∑
a=±,3

rtrig.,ab(z, z+)J b
(+)T

a

 dσ+ +

−
∑

a=±,3

rtrig.,ab(z, z−)J b
(−)T

a

 dσ− (6.3.29)

と書き直せる。この表式 (6.3.29)は [8]において提示された形と類似のものである。

最後に Lax pair (6.3.26)を持つ 2次元の作用を導出しよう。変形前と同様に、公式 (6.2.37)を用い
る。ただし、(6.2.37)におけるCP 1はC×に置き換える。実際に公式を適用すると、結果的に 2次元
の作用は以下のように導出される。

S2D[g(±)]

=−
∫
M

Tr

(
Λ g−1

(+)∂−g(+) + Λ g−1
(−)∂+g(−) +

1

2
J(+)L−

∣∣
z+

+
1

2
J(−)L+

∣∣
z−

)
dσ+ ∧ dσ−

=−
∫
M

Tr

(
Λ g−1

(+)∂−g(+) + Λ g−1
(−)∂+g(−) +

iη

2

z+ + z−
z+ − z−

J(+)J(−) −
η

2
J(+)R(J(−))

)
dσ+ ∧ dσ−

=−
∫
M

Tr

(
Λ g−1

(+)∂−g(+) + Λ g−1
(−)∂+g(−) +

η J(+)J(−)

2 tan
(
η(λ+−λ−)

2

) − η

2
J(+)R(J(−))

)
dσ+ ∧ dσ− .

(6.3.30)

最終行において、order defectの座標 z± ∈ C×を

z± = exp(iη λ±) , λ± ∈ R (6.3.31)



101 6. Faddeev-Reshetikhin模型

とパラメトライズしている。変形された作用 (6.3.30)は trigonometric r-行列の言葉で

S2D[g(±)]

=−
∫
M

(
Tr
(
Λ g−1

(+)∂−g(+) + Λ g−1
(−)∂+g(−)

)
+ rtrig.,ab(λ+, λ−)J a

(−)J
b
(+)

)
dσ+ ∧ dσ− (6.3.32)

と表すこともできる。極限 η → 0を取ることで、2次元の作用 (6.3.30)は変形前の作用 (6.2.38)に戻
ることに注目せよ。



Chapter 7

結論・今後の展望

本論文では 4次元CS理論が如何にして種々の可積分な場の理論を包含しているかを議論した。4次
元CS理論の著しい点は、4次元空間M×C上で定義された 1つの理論に対し、Rimann面Cのトポ
ロジーとツイスト関数、表面欠陥上での境界条件を指定するだけで多くの可積分模型が導出される点
である。この際 Chern-Simons理論が on-shellで平坦であると性質が、Lax pairの平坦性条件へと導
く。この節では本論文で述べたことを総括し、今後の展望を述べる。

Chapter 2では、Lax pairを用いて可積分系を記述する方法について述べた。on-shellで平坦性条件
を満たす Lax pairを構成することにより、モノドロミー行列を定義することができる。モノドロミー
行列のPoisson括弧を量子化することにより代数的Bethe仮設などの強力な解析手法を援用できるが、
non-ultralocalな系に対してはPoisson括弧の不定性からこれらが適用できないという問題がある。ま
た、主カイラル模型と対称コセットシグマ模型に対する YB変形を導入した。これは R-作用素を用
いて作用と Lax pairを変形する手法である。Chapter 3において 4次元 CS理論の基本的なアイディ
アを述べ、具体例として主カイラル模型に対する YB変形が実際に導出される手順をレビューした。
4次元CS理論に含まれる表面欠陥として order defectと disorder defectが考えられる。order defect

が 2次元面内に新たな物理的自由度を導入するのに対し、disorder defectは有理型 1形式 ωの極上に
ゲージ場の自由度が局在するというものである。特に disorder defectにおいては極の位数によって異
なる boundary EOMが導出され、それに対し境界条件を指定することで可積分変形が得られた。

Chapter 4において、trigonometric処方に基づいたYB変形を 4次元CS理論から導出した。rational
処方に対しては C = Cだったのに対し、trigonometric処方では C = C×と円柱のトポロジーを持っ
ている。それに伴って極からは rationalの時の倍の自由度が現れ、これを適切な Z2-grading自己同
型写像Σを用いて結ぶつけることによってYB変形が導出された。SU(n)主カイラル模型に対して、
n ≥ 3の時には元のYB変形とは異なる新しいタイプのYB変形になる。Chapter 5はZ2/Z4-grading

を持つコセットの構造がどのようにして現れるかを議論し、その homogeneous YB変形を導く境界条
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件を同定した。AdS5 × S5超弦理論のツイスト関数からは 4倍の自由度が disorder defect上に現れ、
これらを Z4-grading自己同型写像で結びつけることにより supercosetの構造が導かれた。Chapter 6

では order defectの側面を詳細に扱い、FR模型を導出した。FR模型はは SU(2)主カイラル模型の位
相空間を制限したものに対応し、Poisson構造が緩和された模型である。さらに diorder defectに対す
る境界条件の取り方を応用することにより、FR模型の trigonometric変形が存在することを示した。

今後の展望として第一に、Chapter 4で導かれた新しいタイプの YB変形の AdS5×S5超弦理論に
対する拡張が挙げられる。この変形は Lie代数によらない形で定義されているため、supercosetに対
しても応用できると考えられる。新たに導入された自己同型写像 ΣによってB場だけでなくR-R場
やディラトンとの結合が異なることが予想される。あるいは新型YB変形の Poisson Lie T-dualityを
調べることも興味深い。η変形された主カイラル模型と λ変形された主カイラル模型は Poisson Lie

T-dualityで結ばれていることが知られており [91, 92]、λ変形された模型も 4次元 CS理論の立場か
ら導出されている [22]。よって 4次元 CS理論の立場からこれらの関係性を調べることができるであ
ろう。

可換な r-行列を用いた homogeneous YB変形は、ツイストされた閉弦の境界条件を用いると non-

localなゲージ変換とみなすことが出来る [50,93–96]。このツイストされた境界条件が 4次元CS理論
の境界条件とどう対応しているかを見極めることは意義深いであろう。

最後に2次元の場の理論の微分同相不変性について言及する必要があるだろう。一連の解析 [18,20,21]

で得られた非線形シグマ模型は全て共形ゲージで固定されたものであり、4次元 CS理論から 2次元
へと簡約する段階で微分同相不変性が失われていることがわかる。[97]において、Green-Schwarz形
式の AdS5×S5 超弦理論が世界面の計量を保った形で導出され、4次元 CS理論の視点での Virasoro

条件の起源が明らかになった。一方、様々な対称コセットシグマ模型の Pohlmeyer簡約は拡張された
Sine-Gordon模型になることが知られている [90]。Pohlmeyer簡約はVirasoro条件を解くことにより
ultralocalな系へと移る手法であるため、non-ultralocal/ultralocal、つまりは disorder/order defect

を結ぶ架け橋になることが期待される。4次元 CS理論の立場から Pohlmeyer簡約を解釈することに
より、Sine-Gordon模型を再導出することも可能であろう。

4次元CS理論を導くブレーン配位を同定することも重要な課題である。[98]において order defect

を含む 4次元 CS理論の作用が弦理論に埋め込めることが示された。もしこの構成が disorder defect

にも応用できるならば、disorder defectの量子論的な定式化に繋がるだろう。Chapter 1で述べたよ
うに、non-ultralocalityに伴うストリングシグマ模型の量子可積分性の困難は長きにわたる問題であ
る。disorder defectは non-ultralocalな系と密接に関係しており、この構成法はシグマ模型の量子可
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積分性に新たな洞察を与える可能性がある。これらの考察が、ひいては様々な可積分変形された超弦
理論の厳密な解析へとつながり、ホログラフィー原理のさらなる解明を促すことに期待したい。
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Appendix A

Boundary EOMの解き方

この節では boundary EOM(4.2.2)と (4.2.3)の解の構成法について述べる。[19]における特筆すべ
き点は、(Aα, ∂ξxAα)をDrinfel’d doubleの元だとみなすことで boundary EOMを解きうることであ
る。まずはDrinfel’d doubleについての簡易なレビューを与えよう。(より詳しくは、例えば [99–101]

を見よ。)

A.1 Drinfel’d double

Drinfel’d double dは、対称かつ随伴不変で非縮退なある内積 〈·, ·〉dを持つ Lie代数である。ベクト
ル空間としては、Drinfel’d double dは部分空間 gsと g̃sの直和である。

d = gs ⊕ g̃s . (A.1.1)

さらに gs及び g̃sは dの部分 Lie代数でもあり、これらは同じ次元 d := dim gs = dim g̃sを持ってい
る。今 {Ta} , {T̃ a} (a = 1, . . . , d)をそれぞれ gs , g̃sの生成子とする。これらの生成子は内積 〈·, ·〉dに
対して、

〈Ta, Ta〉d = 0 , 〈T̃ a, T̃ b〉d = 0 , 〈Ta, T̃ b〉d = δba (A.1.2)

を満たす。つまり、gsと g̃sは内積 〈·, ·〉dに関して dの極大等方部分代数になっている。以上がDrinfel’d

doubleの定義である。

TA := (Ta, T̃
a)を定義すると、関係式 (A.1.2)はより簡単な形

〈TA, TB〉d = ηAB =

(
0d δa

b

δab 0d

)
(A.1.3)

へと書き直すことができる。ここで 0dは d× dの零行列を示す。この表式はDrinfel’d double d の構
造群がO(d, d)であることを意味している。
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Drinfel’d doubleの Lie代数としての構造を見ていこう。dを定義する代数が

[TA, TB] = FAB
CTC (A.1.4)

で与えられているものとする。FAB
C は dの構造定数である。Taや T̃ aの言葉を用いると、上記の代

数関係は以下の形に書き直せる。

[Ta, Tb] = fab
cTc , [T̃ a, T̃ b] = f̃abcT̃

c , [Ta, T̃
b] = f̃ bcaTc − fac

bT̃ c . (A.1.5)

fab
c := Fab

cと f̃abc := F ab
cはそれぞれの部分代数 gs, g̃sに対する構造定数である。代数 (A.1.5)の 3

つ目の関係式は内積 〈·, ·〉dの随伴不変性と (A.1.2)から従う。{
〈[Ta, T̃ b], Tc〉 = −〈T̃ b, [Ta, Tc]〉 = −facb ,
〈[Ta, T̃ b], T̃ c〉 = 〈Ta, [T̃ b, T̃ c]〉 = f̃ bca ,

⇔ [Ta, T̃
b] = −facbT̃ c + f̃ bcaTc . (A.1.6)

逆に、極大等方性 (A.1.2)と交換関係 (A.1.5)が成り立てば内積 〈·, ·〉が随伴不変であることが直ちに
示せる。

さらに、dに対する Jacobi恒等式は fab
cと f̃abcの間に

f̃ cedfab
d = 4 f̃d[c[afb]d

e] (A.1.7)

の関係が成立することを意味する。

定義により、Drinfel’d double dは (A.1.3), (A.1.5), (A.1.7)を満たす 2つの Lie部分代数 gと g̃へ
の分解を持つ。ここで 3つの組を (d, gs, g̃s)をManin tripleと呼ぶ。一般に、Drinfel’d double dは異
なるManin tripleを複数持ちうる。つまり、分解

d = gs ⊕ g̃s = g′s ⊕ g̃′s = · · · (A.1.8)

に対して、それぞれの分解が (A.1.3), (A.1.5), (A.1.7)を満たし、(d, gs, g̃s), (d, g
′
s, g̃

′
s), . . . がManin

tripleになる。

A.2 Boundary EOM (4.2.2), (4.2.3)の解

前節で述べたDrinfel’d doubleを使って boundary EOMを解くことを考えよう。gsや g̃sが代数と
して閉じているという事実が、与えた境界条件に対し archipelago条件を満たすように gauge変換を
施せることを保証している [19]。boundary EOM (4.2.2), (4.2.3)は次の形を取っていた。

ϵij〈〈(Ai, ∂ξpAi), δ(Aj , ∂ξpAj)〉〉t,p = 0 , p ∈ p . (A.2.1)



107 A. Boundary EOMの解き方

ここでの二重括弧は次のように定義される。

〈〈(x, y), (x′, y′)〉〉t,p := (resxω)〈x, x′〉+ (resp ξpω)
(
〈x, y′〉+ 〈x′, y

〉
)

= K
(
〈x, y′〉+ 〈x′, y〉

)
. (A.2.2)

[19, 102]で議論されているように、(Ai, ∂ξpAi)は線形内積 〈〈·, ·〉〉t,pを持つあるDrinfel’d doubleの元
とみなすことで、boundary EOMを満たす解となる。以下の議論では、この点を詳述しよう。

Lie代数 t = gs ⋉ gs

ベクトル空間 tを 2つの gsの直和に同相な空間として定義する。

t = k⊕ k̃ , (A.2.3)

k = {(x, 0)|x ∈ gs}, (A.2.4)

k̃ = {(0, y)|y ∈ gs} . (A.2.5)

定義により、この二重括弧はベクトル空間 t上の対称で非縮退な内積となっている。tの代数構造を調
べるために、まずは (g,A) := (g, ∂ξgg

−1)を成分として持つ群Gs ⋉ gsの積を調べよう。Gs ⋉ gsの積
は Lie群Gsの積に誘導されるものとして定義する。

Gsの積は次のように与えられる。

Gs ×Gs → Gs : (g1, g2) 7→ g1 · g2 . (A.2.6)

すると (gi,Ai) := (gi, ∂ξgig
−1
i ) (i = 1, 2)の積として

(g1,A1) · (g2,A2) = (g1 · g2,A1 +Adg1(A2)) (A.2.7)

が誘導される。ここで、随伴作用 Adg(x) = g · x · g−1 for x ∈ gsを定義する。この積則を用いると、
(g,A)の群としての逆元は

(g,A)−1 = (g−1,−Adg−1(A)) (A.2.8)

と与えられることがわかる。実際、(g,A)(g,A)−1 = (g,A)−1(g,A) = (1, 0)であることが確かめられ
る。よって対応する右不変カレントは

−d(g,A) · (g,A)−1 = −(dgg−1, dA+ [A, dgg−1]) = (A, ∂ξA) (A.2.9)
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であり、tに対する随伴作用Ad(h,∂ξhh−1) : t → t は gsに対する随伴作用から次のように誘導される。

Ad(h,∂ξhh−1) ((A, ∂ξA)) = (Adh(A),Adh(∂ξA) + [∂ξhh
−1,AdhA]) . (A.2.10)

ただし、h ∈ Gsである。この随伴作用により、ベクトル空間 tに次の交換関係を導入できる。

[(x, y), (x′, y′)]t = ([x, x′], [x, y′]− [x′, y]) . (A.2.11)

確かにこの交換関係は半直積 gs ⋉ gsの構造を持っている。また (A.2.18)でみるように、tはこの交換
関係に関する Jacobi恒等式を満たす。以上より、t = gs ⋉ gsは Lie代数としての構造を持つことがわ
かった。

さらに、内積 (A.2.2)もこの交換子に対して随伴不変であることがわかる。なぜなら、

〈〈Ad(h,∂ξhh−1)((x1, y1)),Ad(h,∂ξhh−1)((x2, y2))〉〉t,p

= K(〈Adhx1,Adhy2 + [∂ξhh
−1,Adhx2]〉+ 〈Adhy1 + [∂ξhh

−1,Adhx1],Adhx2〉)

= K(〈x1, y2〉+ 〈y1, x2〉+ 〈x1, [h−1∂ξh, x2]〉+ 〈[h−1∂ξh, x1], x2〉)

= 〈〈(x1, y1), (x2, y2)〉〉t,p . (A.2.12)

最後の等号において、gsにおける内積 〈·, ·〉が随伴不変であるという事実を用いた。

i) Semi-abelian double

内積 (A.2.2)と交換子 (A.2.11)をより詳細に見ていこう。後の便利のために、部分ベクトル空間 kと k̃

に対する生成子をそれぞれ Ta, T̃
aと導入しておこう。これらは gsの生成子 ta (a = 1, . . . , d := dim gs)

を用いて次のように表現される。

Ta = (ta, 0) , T̃ a = (0, ta) . (A.2.13)

ここで、上付き添字は gsのKilling形式 ηabを用いて、ta := tbη
abと定義される。ただし taの次のよ

うに規格化されている。

〈ta, tb〉 = ηab . (A.2.14)

すると、TA = (Ta, T̃
a)に対し、

〈〈TA, TB〉〉t,x = KηAB (A.2.15)
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が従う。ここでのηABは (A.1.3)で定義されたものである。同値な言い換えとして、kと k̃が内積 〈〈· , ·〉〉t,x
に関して極大等方であるとも言える。fabcを gsの構造定数とすると、TA = (Ta, T̃

a)の交換関係は

[Ta, Tb]t = fab
c Tc , [T̃ a, T̃ b]t = 0 , [Ta, T̃

b]t = −facbT̃ c (A.2.16)

となり、確かに前節での一般論 (A.1.6)と一致している。以上より、代数構造

k = gs ⋉ {0} , k̃ = {0}⋉ gab (A.2.17)

を読み取れる。ここで、gs,abは次元 dim gs,ab = dを持つ可換代数である。さらに、生成子TAは Jacobi

恒等式

[[TA, TB], TC ] + [[TB, TC ], TA] + [[TC , TA], TB] = 0 (A.2.18)

満たすことを確かめられる。従って、tはManin triple(t, k, k̃)と内積 (A.2.2)を伴ったDrinfel’d double

である。Drinfel’d double (t, gs)はしばしば semi-abelian doubleと呼ばれる。

結果として、

(Ai, ∂ξpAi) ∈ k or (Ai, ∂ξpAi) ∈ k̃ (A.2.19)

という条件を課すことにより boundary EOMを解くことができることがわかる。この境界条件を取っ
たとき、構造群Gsを持つ主カイラル模型を得る。

ii) β変換された解

Drinfel’d double tに対するより非自明なManin tripleとして、(t, gs ⋉ {0}, gs,R)が考えられる。こ
の代数構造は、

[T ′
a, T

′
b]t = fab

c T ′
c , [T̃ ′a, T̃ ′b]t = f̃abcT̃

′c ,

[T ′
a, T̃

′b]t = f̃ cbaT
′
c − fac

bT̃ ′c ,
(A.2.20)

と与えられる。ここで T ′
aと T̃ ′aは、それぞれ gs ⋉ {0}と gs,Rの生成子である。gs,Rの構造定数 f̃abc

は次のように定義される。

f̃abc = η radfdc
b − η rbdfdc

a . (A.2.21)

ここでの ηは実パラメータである。η = 0の時、上のManin tripleは先に導入した (A.2.17)に帰結す
る。定数行列 rabは歪対称 rab = −rbaで、hCYBE

fe1e2
a rbe1 rve2 + fe1e2

b rce1 rae2 + fe1e2
c rae1 rbe2 = 0 (A.2.22)
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を満たすものを取る。この解として、古典 r-行列 r ∈ gs ⊗ gsはテンソル表記で

r =
1

2
rabta ∧ tb =

1

2
rab(ta ⊗ tb − tb ⊗ ta) (A.2.23)

を持つ。rabが hCYBEを満たすという事実は、f̃abcが Jacobi恒等式を満たすことを保証し、すなわ
ち gs,Rが tの部分代数であることが従う。

興味深いことに、2つのManin triple(t, k, k̃)と (t, gs ⋉ {0}, gs,R)は互いに O(d, d)変換で結びつい
ている。1

T ′
A = TB OB

A ,

OB
A =

(
Ob

a Oba

Oba Ob
a

)
=

(
δba η rba

0d δab

)
∈ O(d, d) .

(A.2.24)

あるいは同値な表現として、

T ′
a = Ta , T̃ ′a = T̃ a + η Tbr

ba (A.2.25)

が成立する。変換 (A.2.24)は tの生成子に対する β変換であり、この変換はO(d, d)計量 (A.2.15)を
保存する。2(よって gs ⋉ {0}, gs,Rの極大等方性が従う。) この視点を援用すると、Lie代数 gs,Rの明
示的な元を議論できる。変換則 (A.2.25)を用いると、変形された変形された双対生成子 T̃ ′aは

T̃ ′a = T̃ a + η Tbr
ba = (0, ta) + (ηR(ta), 0) = (ηR(ta), ta) (A.2.26)

となる。ここで、R-作用素 R : gs → gsは

R(x) :=
1

2
rab(ta〈tb, x〉 − tb〈ta, x〉) , x ∈ gs. (A.2.27)

と定義されている。R-作用素の言葉でいうと、hCYBE(A.2.23)は次のように書き直せる。

CYBE(x, y) = [R(x), R(y)]−R([R(x), y] + [x,R(y)]) = 0 , x , y ∈ gs . (A.2.28)

以上より、Lie代数 gs,Rは

gs,R = {(ηR(x), x) |x ∈ gs} (A.2.29)

と表現できる。このように、Manin triple(t, gs⋉ {0}, gs,R)は (t, k, k̃)からO(d, d)変換 (A.2.24)によっ
て生成される。特にこの事実は、homogeneous YB変形は Lie代数の視点からは β変換とみなせると
いうことを意味する [100,105,106]。

1この関係は 6次元の Drinfel’d doubleの分類で発見された [103,104]。
2O(d, d)計量を保存するために、rab が歪対称であるという事実が効いている。



111 A. Boundary EOMの解き方

先の場合と同様に、boundary EOMは境界条件

(Ai, ∂ξpAi) ∈ (gs ⋉ {0}) or (Ai, ∂ξpAi) ∈ gs,R (A.2.30)

を取ることにより解くことができる。この 2つ目の境界条件は、Gs-主カイラル模型の古典 r-行列
(A.2.22)による homogeneous YB変形を導く。

A.3 Boundary EOM (4.2.4)に対する解

他のDrinfel’d doubleとして、ベクトル空間 gδsと gs,Rの直和 hsを考える。

hs := gδs ⊕ gs,R , (A.3.1)

gδs := {(x, x)|x ∈ g} , (A.3.2)

gs,R := {((R− i)x, (R+ i)x)|x ∈ g} . (A.3.3)

線形R-作用素はgに対するDrinfel’d-Jimbo型の r-行列と紐づいており、c = iの時のmCYBE (2.2.25)

を満たす。ベクトル空間 hs , g
δ
s及び gs,Rは (4.2.9), (4.2.10), (4.2.11)に対応しており、以下の議論は

これらの複素化に対しても同様に当てはまることに注意されたい。(4.2.10)は boundary EOM (4.2.4)

の解となることをみよう。つまり、以下では hsがDrinfel’d doubleとみなせることを示す。

始めに、ベクトル部分空間 gδs , gs,Rの基底として、それぞれ次のものを取る。

Ta = (ta, ta) , T̃ a = ((R− i)ta, (R+ i)ta) . (A.3.4)

ここで taは (A.2.14)を満たす gの生成子である。hs上の内積は

〈〈(x, y), (x′, y′)〉〉hs :=
i

2
(〈x, x′〉 − 〈y, y′〉) (A.3.5)

と定義され、これは全体のファクターを除いて (4.2.7)のものと一致している。容易にこれらの生成
子が

〈〈TA, TB〉〉hs = ηAB (A.3.6)

を満たすことを示せる。内積 〈〈·, ·〉〉hs を定義することによって、gδsと gs,Rが極大等方で閉じた代数で
あることを示すことができる。

次に、hsの Lie代数としての構造を調べよう。特に、gδsと gs,Rが関係式 (A.1.5), (A.1.7)を満たす
ことを具体的に見る。定義より、Taは通常の交換関係

[Ta, Tb]hs = fab
cTc , (A.3.7)
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を満たす。ここで hs上の交換子 [·, ·]hs を次のように定義する。

[(x, y), (x′, y′)]hs := ([x, x′], [y, y′]) . (A.3.8)

T̃ aの交換関係は

[T̃ a, T̃ b]hs =
(
[(R− i)ta, (R− i)tb], [(R+ i)ta, (R+ i)tb]

)
(A.3.9)

と与えられるが、(A.3.9)の各成分は、

[(R± i)ta, (R± i)tb] = [R(ta), R(tb)]± i[ta, (R± i)tb]± i[ta, R(tb)]− [ta, tb]

= (R± i)
(
[R(ta), tb] + [ta, R(tb)]

)
= (racfcd

b − rbcfcd
a)(R± i)(td) (A.3.10)

と評価できる。2つ目の統合では、RがmCYBE (2.2.25)を満たすことを用いた。R-作用素をテンソ
ル表示したものが rabであるが、これらの間には

R(ta) = −rac tc (A.3.11)

という関係があり、mCYBEは次の形をとる。

fe1e2
a rbe1 rce2 + fe1e2

b rce1 rae2 + fe1e2
c rae1 rbe2 = fabc . (A.3.12)

従って T̃ aは交換関係

[T̃ a, T̃ b]hs = f̃abcT̃
c (A.3.13)

を満たし、構造定数 f̃abcは

f̃abc = radfdc
b − rbdfdc

a (A.3.14)

と与えられる。特に、mCYBE(2.2.25)が成立するために構造定数 (A.3.14)は Jacobi恒等式を満たし、
つまり gs,Rは Lie代数である。さらに、(A.3.14)の表式を用いると

[ta, (R± i)tb] = f̃ bcatc − fac
b(R± i)tc (A.3.15)

を得るが、これは関係式

[Ta, T̃
b]hs = ([ta, (R− i)tb], [ta, (R+ i)tb]) = f̃ bcaTc − fac

bT̃ c (A.3.16)

を意味する。これは随伴不変な内積 〈〈·, ·〉〉hs と gδs, gs,R の極大等方性から従う結果と確かに一致して
いる。fabc及び f̃abcが Jacobi恒等式より (A.1.7)を満たすことも具体的に示せる。以上より、hsは
Drinfel’d doubleとみなせる。
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λ-mapの表現

(4.4.4)における λ-mapの具体的な表現を議論しよう。

例として、Cartan生成子の一つ (例えばH1)を用いて、整数 kαでラベルされる半群準同型1α 7→ λα

が次のように構成できる。

λα = −iα(H1)

ᾱ
π := −ikαπ . (B.0.1)

ここで ᾱは定数である。すると、自己同型写像 Σ : gC → gCは

Σ(Eα) := −i α(H1)

ᾱ
Eα = −ikαEα , Σ(Ha) = 0 (B.0.2)

となる。これを用いた指数写像 exp(πΣ)は ᾱの値を適切に選ぶことにより、確かに Z2-gradingの性
質を持たせることができる。

su(n)を具体例に取って考えよう。su(n)の基本表現のウェイトは以下の標準形で与えられる。(例
えば [107]を見よ。)

ν1 =

(
1

2
,

1

2
√
3
, . . . ,

1√
2m(m+ 1)

, . . . ,
1√

2(n− 1)n

)
,

ν2 =

(
−1

2
,

1

2
√
3
, . . . ,

1√
2m(m+ 1)

, . . . ,
1√

2(n− 1)n

)
,

ν3 =

(
0,− 1√

3
, . . . ,

1√
2m(m+ 1)

, . . . ,
1√

2(n− 1)n

)
,

...

νm+1 =

(
0, 0, . . . ,− m√

2m(m+ 1)
, . . . ,

1√
2(n− 1)n

)
,

1ルート系は零ベクトルを含まないため加群ではない。
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...

νn =

(
0, 0, . . . , 0, . . . ,− n− 1√

2(n− 1)n

)
. (B.0.3)

単純ルートはこれらのウェイトの差として、2

α(m) = νm − νm+1 (m = 1, 2, . . . , n− 1) (B.0.4)

と表される。従って、ᾱ = 1/2と取ることにより、任意のルートの第１成分は次のように与えられる。

α(H1) = m1 × 1 +m2 × (−1/2) := kα/2 (m1,m2, kα ∈ Z) . (B.0.5)

よって su(n)に対する λ-mapを実際に構成できた。

2ここでのコンベンションは [107]での正ルートのものとは逆の順番になっている。 [107]の Chpter 13を見よ。



Appendix C

新型YB変形(4.4.29)の可積分性の直接
証明

ここでは新たな系 (4.4.29)の古典可積分であることを証明する。つまり、作用 (4.4.29)に対する運
動方程式が Lax pair (4.4.22)の平坦性条件と同値であることを示す。4次元 CS理論による構成方法
により可積分性は保証されているが、Lax pairの構造を詳細に調べることはやはり有用である。

C.1 作用 (4.4.29)に対する運動方程式

第一に作用 (4.4.29)の運動方程式を導出しよう。次の無限小変分

g 7→ g + δg = g + gϵ =⇒ δj = dϵ+ [j, ϵ]

⇐⇒
{
δj+ = ∂+ϵ+ [j+, ϵ]
δj− = ∂−ϵ+ [j−, ϵ]

(C.1.1)

を (4.4.29)に対して取ると、

δS[g] =
1 + η2

2

∫
M
dτ ∧ dσ

[
−

〈
ϵ, ∂+

(
2

1− η2R2
j−

)
+ ∂−

(
2

1− η2R2
j+

)

+

[
j−,

2

1− η2R2
j+

]
+

[
j+,

2

1− η2R2
j−

]〉]

− η

∫
M
dτ ∧ dσ

〈
ϵ,−∂+

(
Σ(e)Rj−

)
+ ∂−

(
Σ(e)Rj+

)
−
[
j+,Σ

(e)Rj−

]
+
[
j−,Σ

(e)Rj+

] 〉
(C.1.2)

となる。ここで (4.4.6)における kαが偶数と奇数の空間への射影演算子を次のように定義した。

Σ(e) :=
1 + exp[πΣ]

2
, Σ(o) :=

1− exp[πΣ]

2
. (C.1.3)
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従って系の運動方程式は

0 =(1 + η2)

[
∂+

(
1

1− η2R2
j−

)
+ ∂−

(
1

1− η2R2
j+

)
+

[
j−,

1

1− η2R2
j+

]
+

[
j+,

1

1− η2R2
j−

] ]
− η

[
∂+

(
Σ(e)Rj−

)
− ∂−

(
Σ(e)Rj+

)
+
[
j+,Σ

(e)Rj−

]
−
[
j−,Σ

(e)Rj+

]] (C.1.4)

と表せる。この運動方程式は次のように even partと odd partに分解できることに注目せよ。

E = E(e) + E(o) = 0 , (C.1.5)

E(e) :=(1 + η2)

[
∂+

(
1

1− η2R2
Σ(e)j−

)
+ ∂−

(
1

1− η2R2
Σ(e)j+

)
+

[
Σ(e)j−,

1

1− η2R2
Σ(e)j+

]
+

[
Σ(e)j+,

1

1− η2R2
Σ(e)j−

] ]
− η

[
∂+

(
Σ(e)Rj−

)
− ∂−

(
Σ(e)Rj+

)
+
[
Σ(e)j+,Σ

(e)Rj−

]
−
[
Σ(e)j−,Σ

(e)Rj+

]]
,

(C.1.6)

E(o) :=(1 + η2)

[
∂+

(
1

1− η2R2
Σ(o)j−

)
+ ∂−

(
1

1− η2R2
Σ(o)j+

)
+

[
Σ(o)j−,

1

1− η2R2
Σ(e)j+

]
+

[
Σ(o)j+,

1

1− η2R2
Σ(e)j−

]
+

[
Σ(e)j−,

1

1− η2R2
Σ(o)j+

]
+

[
Σ(e)j+,

1

1− η2R2
Σ(o)j−

] ]
− η

[[
Σ(o)j+,Σ

(e)Rj−

]
−
[
Σ(o)j−,Σ

(e)Rj+

]]
.

(C.1.7)

ここで、関係式 [
Σ(o)j−,

1

1− η2R2
Σ(o)j+

]
+

[
Σ(o)j+,

1

1− η2R2
Σ(o)j−

]
=

[
Σ(o)j−,

1

1 + η2
Σ(o)j+

]
+

[
Σ(o)j+,

1

1 + η2
Σ(o)j−

]
=0

(C.1.8)

を用いた。まとめると、運動方程式は

E(e) = E(o) = 0 (C.1.9)

であることを意味する。

C.2 (4.4.22)の平坦性条件の評価

次に Lax pair (4.4.22)に対する平坦性条件を調べよう。
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この Lax pairは前節で定義した射影演算子 Σ(e)と Σ(o)を用いて

LR
± =

1

1± zL

[(
1∓ ηzL(η ±R)

1∓ ηR

)
Σ(e)j± +

√
1 + η2z2L Σ(o)j±

]
(C.2.1)

と表される。ここで、スペクトラルパラメータ及び変形パラメータは次のように変換されている。

zL =
tanh zR
tanhα

, −iη = tanhα . (C.2.2)

この Lax pairから、以下の表式が直ちに得られる。

∂+LR
− − ∂−LR

+ =
1

1− z2L

[(
1 + zL

(
1 +

η(η −R)

1 + ηR

)
+ z2L

η(η −R)

1 + ηR

)
∂+Σ

(e)j−

−

(
1− zL

(
1 +

η(η +R)

1− ηR

)
+ z2L

η(η +R)

1− ηR

)
∂−Σ

(e)j+

]

+

√
1 + η2z2L

1− z2L

{
(1 + zL)∂+Σ

(o)j− − (1− zL)∂−Σ
(o)j+

}
,

(C.2.3)

[
LR
+,LR

−

]
=

1

1− z2L

([(
1− ηzL(η +R)

1− ηR

)
Σ(e)j+,

√
1 + η2z2L Σ

(o)j−

]
+

[√
1 + η2z2L Σ

(o)j+,

(
1 +

ηzL(η −R)

1 + ηR

)
Σ(e)j−

]
+

[(
1− ηzL(η +R)

1− ηR

)
Σ(e)j+,

(
1 +

ηzL(η −R)

1 + ηR

)
Σ(e)j−

]
+

[√
1 + η2z2L Σ

(o)j+,
√
1 + η2z2L Σ

(o)j−

])
.

(C.2.4)

よって Lax pair (C.2.1)の平坦性条件は

0 = ∂+LR
− − ∂−LR

+ +
[
LR
+,LR

−

]
=

1

1− z2L

(
F (e) +

√
1 + η2z2L F

(o)

)
. (C.2.5)

と評価される。ここで、F (e)及び F (o)は次のように定義される。

F (e) :=

(
1 + zL

(
1 +

η(η −R)

1 + ηR

)
+ z2L

η(η −R)

1 + ηR

)
∂+Σ

(e)j−

−

(
1− zL

(
1 +

η(η +R)

1− ηR

)
+ z2L

η(η +R)

1− ηR

)
∂−Σ

(e)j+

+

[(
1− ηzL(η +R)

1− ηR

)
Σ(e)j+,

(
1 +

ηzL(η −R)

1 + ηR

)
Σ(e)j−

]
+

[√
1 + η2z2L Σ

(o)j+,
√

1 + η2z2L Σ
(o)j−

]
,

(C.2.6)
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F (o) :=(1 + zL)∂+Σ
(o)j− − (1− zL)∂−Σ

(o)j+

+

[(
1− ηzL(η +R)

1− ηR

)
Σ(e)j+,Σ

(o)j−

]
+

[
Σ(o)j+,

(
1 +

ηzL(η −R)

1 + ηR

)
Σ(e)j−

]
.

(C.2.7)

まとめると、平坦性条件は

F (e) = F (o) = 0 (C.2.8)

となる。

C.3 (C.1.9)と (C.2.8)の比較

(4.4.29)の可積分性を示す上で残された仕事は、運動方程式 (C.1.9)と任意のスペクトラルパラメー
タ zLに対する平坦性条件 (C.2.8)が同値性を示すことである。Z2-gradingの性質より、これらの関係
が even partと odd partそれぞれで成立しているば十分である。

この関係を満たすために、偶奇それぞれの off-shell平坦性条件を用いる。

Z(e) := ∂+Σ
(e)j− − ∂−Σ

(e)j+ + [Σ(e)j+,Σ
(e)j−] + [Σ(o)j+,Σ

(o)j−] = 0 , (C.3.1)

Z(o) := ∂+Σ
(o)j− − ∂−Σ

(o)j+ + [Σ(e)j+,Σ
(o)j−] + [Σ(o)j+,Σ

(e)j−] = 0 . (C.3.2)

The odd part

Drinfel’d-Jimbo型のR-作用素は次の関係を満たす。

1

1− η2R2
Σ(o)j± =

1

1 + η2
Σ(o)j± , R(1 +R2)j± = 0 . (C.3.3)

これらを用いると、

F (o) =zL E(o) − zL

([
η3R(1 +R2)

1− η2R2
Σ(e)j+,Σ

(o)j−

]
+

[
Σ(o)j+,

η3R(1 +R2)

1− η2R2
Σ(e)j−

])
+ Z(o)

=zL E(o) + Z(o) = zL E(o) (C.3.4)

となることがわかる。ここから次の関係が従う。

E(o) = 0 ⇐⇒ F (o) = 0 (∀zL ∈ C) . (C.3.5)
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The even part

odd partの時と同様に、even partの平坦性条件は

F (e) =zL

(
E(e) − ∂+

(
η3R(1 +R2)

1− η2R2
Σ(e)j−

)
+ ∂−

(
η3R(1 +R2)

1− η2R2
Σ(e)j+

)
+
[
Σ(e)j+,Σ

(e)j−

]
−
[
η3R(1 +R2)

1− η2R2
Σ(e)j+,Σ

(e)j−

]
−
[
Σ(e)j+,Σ

(e)j−

]
−
[
Σ(e)j+,

η3R(1 +R2)

1− η2R2
Σ(e)j−

])

− z2L

(
ηR
(
E(e)

)
+ ηR

(
−∂+

(
η3R(1 +R2)

1− η2R2
Σ(e)j−

)
+ ∂−

(
η3R(1 +R2)

1− η2R2
Σ(e)j+

))

− η2(1 + η2)mCYBE

(
1

1− ηR
Σ(e)j+,

1

1 + ηR
Σ(e)j−

))
+ (1 + z2Lη

2)Z(e) (C.3.6)

と書き直せる。ここで導入された記号mCYBE(X,Y )は次のように定義されている。

mCYBE (X,Y ) := [R(X), R(Y )]−R([R(X), Y ] + [X,R(Y )])− [X,Y ] = 0 , (X,Y ∈ g) . (C.3.7)

また (C.3.6)を評価する上で、Drinfel’d-Jimbo型のR-作用素について成り立つ式(
± 1 + η2

1− η2R2
+ ηR

)
j± =

(
± 1 + η2

1− ηR

)
j± (C.3.8)

を用いた。これはR-作用素がR→ 0,∓iのように作用することから従う。

結局、平坦性条件は次のようになる。

F (e) = zLE(e) − z2L ηR
(
E(e)

)
+ (1 + z2Lη

2)Z(e) = zLE(e) − z2L ηR
(
E(e)

)
, (∀zL ∈ C) . (C.3.9)

よって直ちに

E(e) = 0 ⇐⇒ F (e) = 0 (∀zL ∈ C) (C.3.10)

を得る。



Appendix D

η変形されたSL(2,R)主カイラル模型のス
ケーリング極限

ここでは SL(2,R)主カイラル模型の η変形を考える。この場合、標的空間の幾何は warped AdS3

となる。この幾何に対して、スケーリング極限 [108]と 3次元 Schrödinger時空 [109]を考えることが
できる。このスケーリング極限を有理型 1-形式 ωの立場で見直していこう。

D.1 sl(2,R)に対する古典 r-行列

まずは Lie代数 sl(2,R)の記法を導入する。

sl(2,R)の生成子を Ta(a = 0, 1, 2)とし、以下の交換関係を満たすものとする。

[Ta, Tb] = εab
cTc . (D.1.1)

構造定数は εab
c := εabd η

dcで与えられる。ここで ηab = diag(−1, 1, 1)であり、反対称テンソル εabcは
ε012 = 1と規格化されている。

Pauli行列 σaを用いると、基本表現における生成子は

T0 =
i

2
σ2 , T1 =

1

2
σ1 , T2 =

1

2
σ3 (D.1.2)

と表せる。この表現を考えると、変形された作用 (4.4.13)における括弧 〈·, ·〉はトレース Trに置き換
えられ、その規格化は

Tr(TaTb) =
1

2
ηab , Tr(T+T−) = −1 (D.1.3)

で与えられる。ここで光円錐の添字は T± = 1√
2
(T0 ± T1)と定義されている。

120
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SL(2,R)の場合は、3つのタイプの古典 r-行列

space-like : rs := 2T2 ∧ T0 , (D.1.4)

time-like : rt := 2T2 ∧ T1 , (D.1.5)

light-like : rl := 2T2 ∧ T− , (D.1.6)

を考えることができる。ここで rs , rt ,及び rtはそれぞれ space-like, time-like, light-likeな r-行列と呼
ばれる。それぞれの r-行列が満たすYB方程式、及びこれらに関連するR-作用素によってYB変形さ
れたAdS3時空を以下のTable D.1に示す。hCYBEによるAdS3の変形は [45]において Schrödinger

時空と同定された。space-likeと time-likeな r-行列に基づく変形はしばしば η変形と呼ばれる。

r-行列 対応するYB方程式 変形された時空
space-like rs = 2T2 ∧ T0 split型mCYBE space-like warped AdS3時空
time-like rt = 2T2 ∧ T1 non-split型mCYBE time-like warped AdS3時空
light-like rl = 2T2 ∧ T− hCYBE Schrödinger時空

Table D.1: sl(2,R)に対する r-行列

[108]で述べられているように、light-likeの場合は space(time)-like warped AdS3時空のスケーリ
ング極限として実現される。

D.2 η変形されたSL(2,R)主カイラル模型のスケーリング極限

time-likeな r-行列 rt (D.1.5)によって η変形された SL(2,R)主カイラル模型に対して、スケーリ
ング極限を取ることにより light-likeな変形を得ることを考える。

まず η変形された作用は、

SYB[g] =
1 + η̃2

2

∫
dτ ∧ dσTr

(
g−1∂−g

1

1− η̃ Rt
g−1∂+g

)
(D.2.1)

である。ここで η̃は正の実パラメータであり、g ∈ SL(2,R)である。R-作用素Rt : sl(2,R) → sl(2,R)

は (D.1.5)で定義された rtによるものであり、各生成子に対して次のように作用する。

Rt(i T1 ± T2) := ±i (i T1 ± T2) , Rt(T0) = 0 . (D.2.2)

このRtが non-split型のmCYBE

CYBE(x, y) =
1

4
[x, y] , x , y ∈ sl(2,R) (D.2.3)
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を満たすことは容易に確かめられる。上記の変形された作用は 4次元CS理論の作用 (3.3.2)において
適切な境界条件を課すことで得られる [19]。

次に light-likeな r-行列 (D.1.6)によるYB変形された作用が η変形された作用 (D.2.1)のスケーリ
ング極限として得られることをみよう。(D.1.5)に現れる生成子 T±を次のように rescalingする。1

T− → −
√
2η

η̃
T− , T+ → − η̃√

2η
T+ . (D.2.4)

すると time-likeな r-行列 (D.1.6)は

rt = 2T2 ∧ T1 →
√
2T2 ∧

(√
2η

η̃
T− − η̃√

2η
T+

)
(D.2.5)

と書き換えられる。ここで極限

η̃ → 0 , η = fixed (D.2.6)

をとると、time-likeな r-行列 (D.1.6)は light-likeな r-行列 (D.1.6)に帰結する。

lim
η̃→0

rt =
η

η̃
rl +O(η̃) . (D.2.7)

この時変形された作用 (D.2.1)は次の形になる。

SYB[g] =
1

2

∫
dτ ∧ dσTr

(
g−1∂−g

1

1− ηRl
g−1∂+g

)
. (D.2.8)

これは確かに light-likeなYB変形を施された作用である。

このスケーリング極限は trigonometric処方の有理型 1-形式ω (4.1.1)においても成立している。[108]
と同様に、スペクトラルパラメータ zRを

zR = α z̃R (D.2.9)

と rescaleし、極限 α→ 0を取る。この時 (4.1.1)の ωの極限は新たな 1-形式 ω̃になる。

ω̃ := lim
α→0

ω =
(1− z̃2R)

z̃2R
dz̃R . (D.2.10)

この ω̃はhomogeneous YB変形されたPCMに対する有理型1-形式である。あるいは、これは light-like

な変形を施された系のツイスト関数と見なすこともできる。

1この rescalingは確かに sl(2,R)の代数構造を変えないことに注意せよ。



Appendix E

su(2, 2|4) supercosetに基づいたAdS5×S5

弦理論の記述

この節では Lie superalgebra su(2, 2|4) の supermatrix による表現について述べ、それを用いて
AdS5×S5超弦理論の作用を記述する。

E.1 Lie superalgebra su(2, 2|4)

まずは superalgebra sl(4, 4)を導入する。これは 8× 8の行列M を用いて次のように表される。

M =

(
m θ

η n

)
,

(
StrM = 0

)
. (E.1.1)

ここでm,n, θ, ηは 4× 4のブロック行列であり、m,nの成分は通常の可換数であるのに対し、θ, ηの
成分は Grassmann数である。これにより superalgebra sl(4|4)は Z2-gradingの構造を持つことがわ
かる。Grassmann数を成分に持つことから、この代数が閉じているためには通常のトレースではなく
supertrace StrM := trm− trnが 0であることを課す必要がある。

Lie superalgebra su(2, 2|4)は sl(4|4)のnon-compactな実形である。つまり対合 τ : sl(4|4) → sl(4|4)

を
M → τ(M) := −HM †H−1 ,

H :=

(
Σ 0

0 14

)
, Σ :=

(
12 0
0 −12

)
(E.1.2)

で定義すると、su(2, 2|4)はその固定点の集合 {M ∈ sl(4|4) | τ(M) = M}として定義される。super-

matrixに対する共役はM † := (M t)∗で定義されている。ここで、Grassmann数 ψに対しては “複素
共役” ∗が

(c ψ)∗ = c̄ ψ∗ , ψ∗∗ = ψ , (ψ1ψ2)
∗ = ψ∗

2ψ
∗
1 (E.1.3)

123
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を満たすのものとして定義されていることに注意せよ。これにより共役 †が次の関係を満たすことが
保証される。

(M1M2)
† =

((
m1 θ1
η1 n1

)(
m2 θ2
η2 n2

))†

=

((
m1m2 + θ1η2 m1θ2 + θ1n2
η1m2 + n1η2 η1θ2 + n1n2

))†

=

(
m†

2m
†
1 + η†2θ

†
1 θ†2m

†
1 + n†2θ

†
1

m†
2η

†
1 + η†2n

†
1 θ†2η

†
1 + n†2n

†
1

)

=

(
m†

2 η†2
θ†2 n†2

)(
m†

1 η†1
θ†1 n†1

)
=M †

2M
†
1 . (E.1.4)

実性条件 τ(M) =M は次のように書き表すこともできる。

M †H +HM = 0 . (E.1.5)

これは角ブロックで書き下すと次のようになる。

m† = −ΣmΣ , n† = −n , η† = −Σθ . (E.1.6)

以上を踏まえると su(2, 2|4)の boson部分の代数は

su(2, 2)⊕ su(4)⊕ u(1) (E.1.7)

と部分代数に分解できることがわかる。ここで u(1)は i14 で生成される部分代数である。この u(1)

ファクターは su(2, 2|4)の中心であり、その剰余代数を psu(2, 2|4)と呼ぶ。この剰余代数 psu(2, 2|4)

は 8× 8 supermatrixで表現することはできない。

psu(2, 2|4)の boson的部分代数 su(2, 2)⊕ su(4)の部分代数の基底はDrac行列

γ1 =


0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0

 , γ2 =


0 0 0 i
0 0 i 0
0 −i 0 0
−i 0 0 0

 , γ3 =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0



γ4 =


0 0 −i 0
0 0 0 i
i 0 0 0
0 −i 0 0

 , γ5 = Σ =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (E.1.8)

を用いて書き表される。これらは SO(5)の Clifford代数

γiγj + γjγi = 2δij , i, j = 1, . . . j (E.1.9)
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を表し、γ5 = −γ1γ2γ3γ4である。また (γi)† = γiであるため、iγiは su(4)の元である。so(5)は生成
子 nij := [γi, γj ]/4を用いて構成することができる。さらに、ni6 := iγi/2 , n6i := −iγi/2を導入する
と、so(6)の代数構造

[
nji, nkl

]
= δjknil − δiknjl − δjlnik + δilnjk , i, j = 1, . . . , 6 (E.1.10)

が成立していることがわかる。これは so(6)のWeyl表現であり、もう一方のカイラリティは ni6 =

−iγi/2と定義することにより得られる。{nij} (i, j = 1, . . . , 6)は su(4)を生成するため、代数として
so(6) ∼ su(4)であることがわかる。以上より、次が従う。

su(4) ∼ spanR

{
1

2
γi,

1

4
[γi, γj ]

}
, i, j = 1, . . . , 5 . (E.1.11)

これらのアナロジーとして、{iγ5, γi} (i = 1, . . . , 4)によって貼られる SO(1, 4)のClifford代数を考え
ることができる。γ0 := iγ5と定義すると、mij := [γi, γj ]/4 (i, j = 0, 1 . . . , 4)は so(1, 4)の代数を満た
すことが直ちにわかる。さらに so(6)の場合とは虚数倍定義が異なるmi5 = γi/2, m5i = −γi/2 (i =

0, . . . , 4)を用いると、so(2, 4)の代数
[
mji,mkl

]
= ηjkmil − ηikmjl − ηjlmik + ηilmjk , i, j = 0, . . . , 5 ,

η := diag(−1, 1, 1, 1, 1,−1) (E.1.12)

が成立する。これを踏まえると so(2, 4) ∼ su(2, 2)であることがわかり、次のような基底を取れる。

su(2, 2) ∼ spanR

{
1

2
γi,

i

2
γ5,

1

4
[γi, γj ],

i

4
[γ5, γj ]

}
, i, j = 1, . . . , 4 . (E.1.13)

(E.1.11)と (E.1.13)に i1を加えることで、su(2, 2|4)の boson的な部分代数の基底が得られる。

E.2 sl(4|4)のZ4-grading

ある Lie代数の外部自己同型写像はその表現論を取り扱う上で重要な役割を果たす。sl(4|4)の外部
自己同型写像として、次のものが考えられる。

δρ(M) =

(
m ρθ
ρ−1η n

)
, ρ ∈ C . (E.2.1)

つまり、supermatrixの boson部分は変えずに fermion部分に dilatationを施す写像である。δρはパ
ラメータ ρを持った sl(4|4)に対する連続な群作用であり、いわゆる hypercharge

Υ :=

(
14 0
0 −14

)
(E.2.2)
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を用いて次のように表せる。

δρ(M) = exp

(
1

2
Υ log ρ

)
M exp

(
−1

2
Υ log ρ

)
. (E.2.3)

一般には StrΥ 6= 0であるため、δρは確かに外部自己同型写像である。しかし、

exp

(
1

2
Υ log ρ

)
=

(
ρ

1
214 0

0 ρ−
1
214

)
⇒ Sdet

[
exp

(
1

2
Υ log ρ

)]
= ρ4 (E.2.4)

であることに着目すると、ρ4 = 1を満たすときδρは内部自己同型写像であり、その群構造はδρ/{δρ | ρ4 =

1}に等しい。また、δρは |ρ| = 1なるパラメータを用いると su(2, 2|4)に制限することができる。

有限群をなす外部自己同型写像として次のものが考えられる。

M 7→ Ω(M) := −KM stK−1 , (E.2.5)

K := diag(K,K) ,

K := −γ2γ4 =


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 .
(E.2.6)

ここで、supertransposition

M st =

(
m θ

η n

)st

=

(
mt −ηt
θt nt

)
(E.2.7)

と定義されており、(M1M2)
st =M st

2 M
st
1 を満たす。従ってΩ(M1M2) = −Ω(M2)Ω(M1)が成立する。

4× 4行列K は “荷電共役”行列に似た次の性質を持つ。

(γi)t = KγiK−1 , K2 = 14 . (E.2.8)

次の関係式

Ω2(M) = δ−1(M) , ⇒ Ω4(M) =M (E.2.9)

を考慮すると、同型写像Ωの固有値は ik (k = 0, 1, 2, 3)であることがわかる。今、g = sl(4, 4)とする
と、gはベクトル空間として次のように分解することができる。

g = g(0) ⊕ g(1) ⊕ g(2) ⊕ g(3) ,

g(k) := {M ∈ g | Ω(M) = ikM} , k = 0, . . . , 3 .
(E.2.10)

Ωは自己同型写像であるから、これらの部分空間は Z4-grading[
g(k), g(l)

]
⊂ g(k+l) , modulo 4 (E.2.11)
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の性質を持つことが従う。任意の行列M ∈ gに対して各部分空間への射影M (k)は次のように与えら
れる。

M (k) =
1

4

(
M + i3kΩ(M) + i2kΩ2(M) + ikΩ3(M)

)
. (E.2.12)

これらの射影を supermatrix (E.1.1)に対して具体的に作用させると以下の表式を得る。

M (0) =
1

2

(
m−KmtK−1 0

0 n−KntK−1

)
,

M (2) =
1

2

(
m+KmtK−1 0

0 n+KntK−1

)
,

M (1) =
1

2

(
0 θ − iKηtK−1

η + iKθtK−1 0

)
,

M (3) =
1

2

(
0 θ + iKηtK−1

η − iKθtK−1 0

)
.

(E.2.13)

M (0),M (2)は boson部分に、M (1),M (3)は fermion部分に対応していることが読み取れる。

共役と supertransposeの定義により、一般の supermatrix M に対しては (M st)† 6= (M †)stである。
従って Ωと共役の操作も一般には非可換になる。M (k)に対する具体的な表式 (E.2.13)を見ると、

Ω
(
M (0)

)†
= Ω

((
M (0)

)†)
, Ω

(
M (2)

)†
= Ω

((
M (2)

)†)
,

Ω
(
M (1)

)†
= −Ω

((
M (1)

)†)
, Ω

(
M (3)

)†
= −Ω

((
M (3)

)†)
,

(E.2.14)

がわかる。hypercharge Υを用いると、これらをまとめると次のように書き直せる。

Ω(M)† = ΥΩ
(
M †
)
Υ−1 . (E.2.15)

以上より、射影 (E.2.12)と共役 †が可換であることがわかる。つまり実性条件は射影の後も保存され
るため、sl(4|4)を su(2, 2|4)に制限してもベクトル空間の分解 (E.2.10)が一意に定まる。ここで注意
しなければならないのは、su(2, 2|4)に対してはΩは対角化不可能であるということである。なぜなら
ば k = 1, 3に対しては固有値が複素であり、Ω(M (k)) = ikM (k)で実性条件を破るからである。sl(4|4)

の場合にも共役を取る前と後では射影した先の固有値が±iで入れ替わることに注意せよ。

以下では su(2, 2|4) の場合を考える。Z4-grading (E.2.11) に注目すると M (0) の生成する空間は
su(2, 2|4)の部分代数になっていることがわかる。(E.1.11)と (E.1.13)で導入した su(2, 2)⊕ su(4)の基
底を思い出そう。(E.2.8)を用いると、M (0) (E.2.13)のブロック対角成分はそれぞれ spanR{[γi, γj ]/4} ∼
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so(5) ⊂ su(4)と、spanR{[γi, γj ]/4, i[γi, γ5]/4} ∼ so(1, 4) ⊂ su(2, 2)に一致している。従って、M (0)

の生成する部分代数は so(1, 4)⊕ so(5) ⊂ su(2, 2)⊕ su(4)と同定される。以上より、一方の boson部
分M (2)の生成する剰余群は SU(2, 2)× SU(4)/SO(1, 4)× SO(5) ∼ AdS5 × S5を含んでいる。1

AdS5×S5超弦理論の作用

Green-Schwarz形式のAdS5×S5超弦理論のLagrangian密度は無次元化された弦の張力g := L2/2πα′

(L: S5の半径)を用いて次のように与えられる [85]。

L = −g
2

[
γαβ Str(A(2)

α A
(2)
β ) + κϵαβ Str(A(1)

α A
(3)
β )
]
. (E.2.16)

ここでA := g−1dg ∈ su(2, 2|4)は自己同型 Ωを用いて

A = A(0) +A(1) +A(2) +A(3) (E.2.17)

と分解されている。γαβは世界面の計量であり、ϵαβは反対称テンソルである。(E.2.16)の第 1項は運
動項であり、第 2項はWess-Zumino項である。実際、局所的な SO(1, 4)× SO(5)変換の下で不変な
微分 3形式は

Θ3 = Str(A(2) ∧A(3) ∧A(3) −A(2) ∧A(1) ∧A(1)) (E.2.18)

と与えられるが、これは Pincaréの補題からの帰結として

Θ3 =
1

2
d Str

(
A(1) ∧A(3)

)
(E.2.19)

と書き直せる。この Lagrangian密度は実であることが確かめられる。

L∗ = −g
2

[
γαβ Str

(
A(2)†

α A
(2)†
β

)
+ κϵαβ Str

(
A

(3)†
β A(1)†

α

)]
= L . (E.2.20)

Lagrangian (E.2.16)の boson部分を見ると確かに SU(2, 2)× SU(4)/SO(1, 4)× SO(5) ∼ AdS5 × S5

に値を取っている。また、微分同相不変性とWeyl不変性は明白である。

GS形式超弦理論が持つべき非自明な対称性として κ対称性がある。κ対称性は超対称性を保証する
ために必要な局所的な fermionic対称性であり、supermatirxを用いると次のように実現されている。

δϵA
(1) = −dϵ(1) +

[
A(0), ϵ(1)

]
+
[
A(2), ϵ(3)

]
, (E.2.21)

δϵA
(3) = −dϵ(3) +

[
A(2), ϵ(1)

]
+
[
A(0), ϵ(3)

]
, (E.2.22)

1ただし、M (2) は中心 i18 ∈ su(2, 2|4)も含んでいることに注意せよ。
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δϵA
(2) =

[
A(1), ϵ(1)

]
+
[
A(3), ϵ(3)

]
, (E.2.23)

δϵA
(0) =

[
A(3), ϵ(1)

]
+
[
A(1), ϵ(3)

]
, (E.2.24)

ここで ϵ = ϵ(1) + ϵ(3)は psu(2, 2|4)に値を取る fermionicなパラメータである。Lagrangian (E.2.16)

が上記の κ対称性のもとで不変であるためには係数 κが±1の値を取る必要がある。詳しくは [88]を
みよ。



Appendix F

Dressed R-作用素に対する関係式

ここでは dressed R-作用素が満たす関係式 (5.1.37)と (5.2.48)を証明する。

F.1 Z2-gradingの場合

まずは関係式 (5.1.37)の証明を与えよう。

Lie代数の生成子に対して dressed R-作用素 Rg がどのように作用するか調べる。一般に、群要素
gによる随伴作用は生成子Pǎと Jâに対し

Adg(Pǎ) = [Adg]ǎ
b̌Pb̌ + [Adg]ǎ

â Jâ , Adg(Jâ) = [Adg]â
ǎPǎ + [Adg]â

b̂ Jb̂ (F.1.1)

と表現される。よってRg のPǎに対する作用は

Rg(Pǎ) = Adg−1 ◦R([Adg]ǎb̌Pb̌ + [Adg]ǎ
â Jâ)

= Adg−1

(
[Adg]ǎ

b̌Rb̌
čPč + [Adg]ǎ

b̌Rb̌
â Jâ + [Adg]ǎ

âRâ
b̌Pb̌ + [Adg]â

ǎRǎ
b̌ Jb̌

)
= [Adg]ǎ

b̌Rb̌
č[Adg−1 ]č

ďPď + [Adg]ǎ
b̌Rb̌

č[Adg−1 ]č
â Jâ

+ [Adg]ǎ
b̌Rb̌

â[Adg−1 ]â
čPč + [Adg]ǎ

b̌Rb̌
â[Adg−1 ]â

b̂ Jb̂

+ [Adg]ǎ
âRâ

b̌[Adg−1 ]b̌
čPč + [Adg]ǎ

âRâ
b̌[Adg−1 ]b̌

b̂ Jb̂

+ [Adg]ǎ
âRâ

b̂[Adg−1 ]b̂
b̌Pb̌ + [Adg]ǎ

âRâ
b̂[Adg−1 ]b̂

ĉ Jĉ (F.1.2)

と評価できる。

次に g̃による随伴作用を考える。g̃が Z2-grading自己同型写像 (5.1.36)を用いて定義されていたこ
とを思い出すと、Campbell-Baker-Hausdorffの公式と gの Z2-gradingの性質により、

Adg̃ (Pǎ) =

∞∑
n=0

1

n!
(−adX b̌Pb̌

+ ad
X b̂Jb̂

)n (Pǎ)
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=
∞∑
n=0

1

n!

(
(even number of adX b̌Pb̌

)− (odd number of adX b̌Pb̌
)

)
(Pǎ)

= [Adg]ǎ
b̌Pb̌ − [Adg]ǎ

b̂ Jb̂ , (F.1.3)

Adg̃ (Jâ) =

∞∑
n=0

1

n!
(−adX b̌Pb̌

+ ad
X b̂Jb̂

)n (Jâ)

=

∞∑
n=0

1

n!

(
−(odd number of adX b̌Pb̌

) + (even number of adX b̌Pb̌
)

)
(Jâ)

= −[Adg]â
b̌Pb̌ + [Adg]â

b̂ Jb̂ (F.1.4)

という関係を得る。これらの結果をまとめると、

Adg̃(Pǎ) = [Adg]ǎ
b̌Pb̌ − [Adg]ǎ

â Jâ , Adg̃(Jâ) = −[Adg]â
ǎPǎ + [Adg]â

b̂ Jb̂ , (F.1.5)(
⇔ f ◦Adg̃ ◦ f = Adg

)
(F.1.6)

を得る。これらの関係式と (5.1.11)で定義された R̃を用いると、R̃g̃ のPǎに対する作用は

R̃g̃(Pǎ) = Adg̃−1 ◦ R̃([Adg]ǎb̌Pb̌ − [Adg]ǎ
â Jâ)

= Adg̃−1 ◦ f−1 ◦R(−[Adg]ǎ
b̌Pb̌ − [Adg]ǎ

â Jâ)

= Adg̃−1

(
[Adg]ǎ

b̌Rb̌
čPč − [Adg]ǎ

b̌Rb̌
â Jâ + [Adg]ǎ

âRâ
b̌Pb̌ − [Adg]ǎ

âRâ
b̌ Jb̌

)
= [Adg]ǎ

b̌Rb̌
č[Adg−1 ]č

ďPď − [Adg]ǎ
b̌Rb̌

č[Adg−1 ]č
â Jâ

+ [Adg]ǎ
b̌Rb̌

â[Adg−1 ]â
čPč − [Adg]ǎ

b̌Rb̌
â[Adg−1 ]â

b̂Jb̂

+ [Adg]ǎ
âRâ

b̌[Adg−1 ]b̌
čPč − [Adg]ǎ

âRâ
b̌[Adg−1 ]b̌

b̂ Jb̂

+ [Adg]ǎ
âRâ

b̂[Adg−1 ]b̂
b̌Pb̌ − [Adg]ǎ

âRâ
b̂[Adg−1 ]b̂

ĉ Jĉ (F.1.7)

と与えられる。(F.1.2)と (F.1.7)を足し合わせることにより、直ちに関係式 (5.1.37)が得られる。

F.2 SU(2, 2|4)の場合

su(2, 2|4)上の dressed R-作用素Rgk (k = 1, . . . , 4)に対して関係式 (5.2.48)が成立することを証明
しよう。

前節での場合と同様に gk の随伴作用が su(2, 2|4)の生成子に対してどのように作用するかを調べ
ると、

Adgk ◦ P
(n) =

3∑
s=0

i(s−n)(k−1)P (s) ◦Adg ◦ P (n) , (F.2.1)
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P (m) ◦Ad−1
gk

=

3∑
r=0

i(m−r)(k−1)P (m) ◦Ad−1
g ◦ P (r) (F.2.2)

という関係式を得る。これは (F.1.5)の拡張であり、確かに k = 2, n = 0, 2として gを bosonicセク
ターに制限した時に (F.1.5)に一致することがわかる。この関係式とRgk の定義 (5.2.14)を用いると、
射影された dressed R-作用素 P (m) ◦Rgk ◦ P (n)は

P (m) ◦Rgk ◦ P
(n) = P (m) ◦Ad−1

gk
◦ fk−1

s ◦R ◦ f−(k−1)
s ◦

(
3∑

s=0

i(s−n)(k−1)P (s) ◦Adg ◦ P (n)

)

= P (m) ◦Ad−1
gk

◦ fk−1
s ◦

(
3∑

s=0

i(s−n)(k−1)−s(k−1)R ◦ P (s) ◦Adg ◦ P (n)

)

= P (m) ◦Ad−1
gk

◦

 3∑
r,s=0

i−n(k−1)+r(k−1)P (r) ◦R ◦ P (s) ◦Adg ◦ P (n)


=

 3∑
r,s=0

i(m−n)(k−1)P (m) ◦Ad−1
gk

◦ P (r) ◦R ◦ P (s) ◦Adg ◦ P (n)


= i(m−n)(k−1)P (m) ◦Rg ◦ P (n) (F.2.3)

と表される。これにより関係式 (5.2.48)が示された。
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Homogeneous bi-YBシグマ模型

この節では homogeneous bi-YB変形された主カイラル模型の作用を導出する。homogeneous bi-YB

変形とは homogeneous YB変形の 2パラメータへの一般化であり、この場合のツイスト関数は対称コ
セット模型のツイスト関数 (5.1.3)と同一である。

境界条件

boundary EOM(5.1.5)への解として次のものを考える。

(A|z=1, ∂zA|z=1) ∈ gCRR
, (A|z=−1, ∂zA|z=−1) ∈ gCRL

, (G.0.1)

ここで、gCR と gCL は

gCRR
:=
{
(2ηRRR(x), x) |x ∈ gC

}
, gCRL

:=
{
(−2ηLRL(x), x) |x ∈ gC

}
(G.0.2)

と定義されている。上で現れた ηRと ηLは変形パラメータであり、RRとRは共に hCYBE (A.2.28)

を満たす線形なR-作用素である。

Lax形式

ツイスト関数 (5.1.3)の各極での ĝの値を

ĝ(τ, σ, z)|z=1 = gR(τ, σ) , ĝ(τ, σ, z)|z=−1 = gL(τ, σ) (G.0.3)

と書くことにしよう。gRと gLは実性条件を課すことによりGの元となることに注意せよ。各極での
ゲージ場Aと Lax形式 Lの関係はそれぞれ

A|z=1 = −dgRg−1
R +AdgRL|z=1 , A|z=−1 = −dgLg−1

L +AdgLL|z=−1 (G.0.4)
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と書ける。今、ツイスト関数 (5.1.3)は対称コセットと同じものを使っているため、Lax形式に対して
同じ仮設をたてることことができる。

L = (U+ + z V+) dσ
+ +

(
U− + z−1 V−

)
dσ− . (G.0.5)

解 (G.0.1)は

A|z=1 = 2ηRRR(∂zA|z=1) , A|z=−1 = −2ηLRL(∂zA|z=−1) (G.0.6)

を意味する。(G.0.4), (G.0.5), (G.0.6)を用いることで、カレントが

g−1
R ∂±gR = U± + (1∓ 2ηRRR,gR)(V±) , (G.0.7)

g−1
L ∂±gL = U± − (1∓ 2ηLRL,gL)(V±) (G.0.8)

を満たすことがわかる。これらの方程式を解き、Lax形式から U±を消去すると次の表式を得る。

L± = g−1
R ∂±gR − (1∓ ηRRR,gR)(V±) + z±1V±

= g−1
L ∂±gL + (1∓ ηLRL,gL)(V±) + z±1V± . (G.0.9)

ここで V±が未だ残っているが、これらは gRと gL両方含む形

V± =
1

1∓ ηRRR,gR ∓ ηLRL,gL

(
g−1
R ∂±gR − g−1

L ∂±gL
2

)
(G.0.10)

で書き記すことができる。

変形された作用

以上の結果を使うと homogeneous bi-YB変形されたシグマ模型の作用を導出することができる。
Lax pairの表式 (G.0.9)を参照すると、z = ±1での留数 φc Lは

resz=1(φc L) = 4K(V+dσ
+ − V−dσ

−) , (G.0.11)

resz=−1(φc L) = −4K(V+dσ
+ − V−dσ

−) (G.0.12)

と評価できるため、2次元の作用が

S[gR, gL] = K

∫
Σ
〈g−1

R ∂+gR − g−1
L ∂+gL, V−〉dσ ∧ dτ (G.0.13)

と従う。これは homogeneous bi-YB変形シグマ模型の作用であるが、標準的な形ではない。
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bi-YB変形された作用を顕に見るために、2次元のゲージ自由度 (3.3.26) gx 7→ gxh (h ∈ G)を利用
しよう。すると、次の配位を取ることができる。

gR = g , gL = 1 g ∈ G . (G.0.14)

このゲージ固定により、作用 (G.0.13)は

S[g] =
K

2

∫
Σ

〈
g−1∂+g,

1

1 + ηRRR,g + ηLRL
g−1∂−g

〉
dσ ∧ dτ (G.0.15)

となる。これは homogeneous bi-YB変形されたシグマ模型の標準的な表式である。また、上記のゲー
ジ固定により Lax pair(G.0.9)はより簡単な以下の形になる。

L± =
1 + z±1 ∓ ηLRL

2

(
1

1∓ ηRRR,g ∓ ηLRL
g−1∂±g

)
. (G.0.16)
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